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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
e

Nid yw’n bosib integru bob ffwythiant gan ddefnyddio dulliau algebraidd.

Ar gyfer y rhain, gallwn amcangyfrif yr arwynebedd sydd ei angen drwy ei

hollti i mewn i nifer o drapesiymau gwahanol, a darganfod swm
arwynebedd y trapesiymau hyn.

Gwaith TGAU: Amnewid, arwynebedd trapesiwm.
Lefel A Uned I: Integru.

Gwaith Prifysgol: Dulliau mwy manwl gywir o amcangyfrif yr
arwynebedd, megis Rheol Simpson.

Cymwysiadau: Darganfod arwynebedd neu gyfaint anarferol, e.e. faint
o ddwr mae llong yn ei ddisodli.

T

Ystyriwch unrhyw ffwythiant y = f(x).

Enghraifft

Yr arwynebedd o dan y gromlin rhwng a ag b yw f:f(x)dx. Os na allwn gyfrifo hwn yn union, gallwn ddefnyddio
Rheol y Trapesiwm er mwyn ei amcangyfrif.

b b
Jo fC)dx = %h{(}’o +¥) + 201 +y2 + Y1)} lle mae h = Ta

_— . °
n yw'r nifer o drapesiymau. e [5)
n + 1 yw'r nifer o fesurynnau.

h yw uchder bob trapesiwm (cofiwch fod bob trapesiwm ar ei ochr).
Y0, Y1) V2, » Yn—1, Yn YW gwerth y fiwythiant ar gyfer gwerthoedd cytbell rhwng a a b.

Sialens! A Ceisiwch brofi pam fod y fformiwla ar gyfer Rheol y Trapesiwm yn gweithio.
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
p o e

Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer f12 V2 + x3 dx.
Dangoswch eich holl waith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. [4]

(C2 Gaeaf 2007)
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

T

(C2 Haf 2005)

1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda chwe mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer

Jll V1+x% de .
0

Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir 1 dri lle degol. [4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Gaeaf 2006)
1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda chwe mesuryn 1 ddarganfod bras werth ar gyfer yr integryn
!
24 x°
0
Dangoswech eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir 1 bedwar ffigur ystyrlon. (4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Haf 2006)

1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn 1 ddarganfod bras werth ar gyfer yr integryn

04
VT4 x* dv.
0

Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. (4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Gaeaf 2008)

1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer yr integryn
1

1
dx.
j(: V2 +x°

Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. [4]
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(C2 Haf 2008)

1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phedwar mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer yr

mtegryn 06
3
[ (eefa
0
Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir 1 dri lle degol. (4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Haf 2011)
1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer yr
integryn
21
[t
16 =X
Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir 1 dri lle degol. [4]
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(C2 Gaeaf 2012)

1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer yr
integryn

3
X
dx.
LHEX

Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. [4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C2 Haf 2014)

1. (a) Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer yr
integryn

3
1
Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. [4]

(b) Defnyddiwch eich ateb i ran (a) i ddiddwytho bras werth ar gyfer yr integryn

3
J log,o(3x —1)> dx. [1]
1
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Haf 2018)

1. (a) Defnyddiwch y Rheol Trapesiwm gyda phump mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer
yr integryn

4
J log,, (6x—1)dx.
1

Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. [4]

(b) Defnyddiwch eich ateb i ran (a) i ddiddwytho bras werth ar gyfer yr integryn

'[410gm,/(6x—1) dx. (]
1
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(Uned 3 Haf 2023)

0|9 Mae uwcholwg (aerial view) patio sy'n cael ei adeiladu i'w weld isod.

}!
i
31 2 2
Ox"+16y°~ =144
O 4 - X

Mae ymyl grom (curved edge) y patio wedi'i disgrifio gan yr hafaliad ox? + 16y2 =144,
lle mae x ac y wedi'u mesur mewn metrau.

| adeiladu’r patio, bydd yr arwynebedd sydd wedi’'i amgau (enclosed) gan y gromlin

a’r echelinau cyfesurynnol yn cael ei orchuddio gan haen o goncrit sydd &'r dyfnder
0-06 m.

a) Dangoswch fod cyfaint y concrit sydd ei angen i adeiladu’r patio wedi’i roi gan

4
0-015_[ V144 -9x2 dx . [3]
0

b) Defnyddiwch y rheol trapesiwm gyda 6 mesuryn i amcangyfrif cyfaint y concrit
sydd ei angen. [4]

¢) Nodwch a yw eich ateb yn rhan (b) yn oramcangyfrif neu’n danamcangyfrif (an
overestimate or an underestimate) o'r cyfaint sydd ei angen. Rhowch reswm dros
eich ateb. [1]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

L

(C2 Haf 2007)

1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer yr integryn

z
J‘x/l+sinx dy .
0

gan roi’r gwerth yn gywir i dri lle degol. [4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(Uned 3 Haf 2024)
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

Y e, Y

7. (a) Darganfyddwch bob un o'r canlynol a symleiddiwch eich ateb pan fo hyn yn bosibl.

(C3 Gaeaf 2014)

(i J.e%xdx, (i) j%/m dv, (i J.sin(l—%)dx. [6]

(b) O wybodboda>2, abod

a 1 _ '
L 7 dx=0284,

darganfyddwch werth y cysonyn «. Rhowch eich ateb yn gywir i un lle degol. [5]
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ff’(g(x))g’(x) dx =f(g(x)) +c

d e dud
U = uv v—
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Pl e

Dadwneud rheol y gadwyn a rheol y lluoswm i allu integru trwy
amnewid ag integru fesul rhan.

Lefel A Uned I: Differu ac integru.
Lefel A Uned 3: Differu ac integru pellach.

Gall integru fesul rhan gael ei ymestyn at ddefnyddio fformiwlau gostwng
sy’n gallu integru mynegiadau fel cos™ x.

pi e
Mewn achosion ble rydym yn ceisio integru rhywbeth sy’n cynnwys ffwythiant a’i ddeilliad, gallwn geisio ffeindio’r
ateb gan integru trwy amnewid. Dangoswn sut mae hyn yn gweithio trwy ystyried yr enghraifft ganlynol.

Enghraifft |
f(24x2 +9)e80’+9x gy

Rydym yn adnabod yn gyntaf bod yr integryn yn cynnwys y ffwythiant f(x) = 8x3 + 9x 2'i ddeilliad
f'(x) = 24x% + 9. Rydym yn dewis yr amnewid i'w ddefnyddio yn seiliedig ar y ffwythiant hwn: u = 8x3 + 9x.
Trwy ddifferu u, rydym yn cael

du

—=24x*+9

dx

Gallwn ail-drefnu’r uchod i wneud dx yn destun:

du = (24x% + 9) dx
du _d
24x2+9
du
24x2+9

Rydym nawr yn amnewid u yn lle 8x3 + 9x a yn lle dx yn yr integryn gwreiddiol:
f(24x2 +9)e8x X gy
= fMe” _du
24x>F9
= f etdu

Mae e yn integru (mewn perthynas ag u) i roi e“. Felly mae

fe“du=e“+c

Theori
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
| orffen, rydym yn amnewid yn 6l ar gyfer u:
fe“ du = e8¥’+9% 4 ¢
Felly mae
f(Zész +9)eBX 4N gy = 8X H+9x 4

Ymarfer |

Defnyddiwch integru trwy amnewid i ddangos bod

f 12x cos(6x? — 4) dx = sin(6x2 — 4) + ¢

Yn gyffredinol, gallwn integru trwy amnewid pan rydym yn integru mynegiad o’r ffurf '(g(x))g'(x).

= fﬂ@&»j@ﬁh=fwun+c =

| ddangos pam fod yr uchod yn wir, gallwn ddefnyddio rheol y gadwyn i ddifferu y = f(g(x)) + c.
Gadewch i u = g(x) felbod y = f(u) + c.

Trwy ddifferu, Z_Z =g'(x)a Z—z = f'(uw).

dy _ dy du
dx  du dx

2= f'wxg'(x)
2= f'(9(0))g'(x)

Rheol y gadwyn:

Felly, mae [ f'(g(x))g'(x) dx = f(g(x)) + ¢, a gallwn feddwl am integru trwy amnewid fel y gwrthdro i reol y
gadwyn.
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Ysgol y Creuddyn

Enghraifft 2
Enrhifwch foo.s x cos(3x? + 5) dx.

Rydym yn adnabod yn gyntaf bod yr integryn yn cynnwys y
ffwythiant f(x) = 3x% + 5 a lluosrif o’i ddeilliad

f'(x) = 6x. Rydym yn dewis yr amnewid i'w ddefnyddio yn
seiliedig ar y ffwythiant hwn: u = 3x2 + 5.

Trwy ddifferu u, rydym yn cael

du_

—=6
dx x

Gallwn ail-drefnu’r uchod i wneud dx yn destun:

du = 6xdx
du_d
6x X

:

Yr Adran Fathemateg

Il

I

211 - ]
u N
2+
3}

= xcos(3x2 +|5)
4L

Rydym nawr yn amnewid u yn lle 3x% + 5 a z—z yn lle dx yn yr integryn gwreiddiol:

0.5
f x cos(3x? + 5) dx
0

05 du

= . x'cos(u) %

0.5 1
= f —cos(u) du
o 6

Cyn integru mewn perthynas ag u, rhaid sicrhau fod y terfannau hefyd yn nhermau u, nid x.
Ar hyn o bryd, rydym yn integru rhwng x = 0 ac x = 0.5. O gofio bod u = 3x% + 5,

Osywx =0maeu=3x0%2+5
u=>5

Felly’r integryn yn nhermau u yw

5.75
f —cos(u) du
5 6

Mae cos (1) yn integru (mewn perthynas ag u) i roi sin (u). Felly mae

5.75
J; gcos(u) du
1 5.75
= [E sm(u)]5

6

= <1>< sin(5.75)) - (%X sin(S))

Osywx =05maeu=3X%x05%+5

u =575

= —0.08471317958 — —0.1598207124

= 0.07510753282

= 0.075 uned sgwar, i 3 lle degol
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(a) Os yw x = 4sin(f) yna % = 4 cos(0) ac mae x% = 165sin?(0)
dx = 4 cos(6)db
Terfannau: Osyw x =0 mae 0 = 4sin(0) Osyw x = 2v2 mae 2v2 = 4sin(6)
0 = sin (0) g = sin(6)
6 = sin~1(0) 0 = sin™t (2)
0=0 o="=
4
Felly
fzf x2
w/ (16 — x2
T 16 smz(e)
= X 4 cos(6) db
0 /(16 — 16 sin2(6))
T 16sin2(6)
= X 4 cos(6) db
0 /16(1 —sin%(8))
f% L6sin’(®) 046
= | ————=X4cos
0 /16 cos?(6)
165sin2(6) 0
o Aces()y (63
71'
4
= f 16sin?(6) d6
0
Fellya =7 b = 16
(b)
2v2 x2
L [(16 — x2) dx cos(20) = 1 — 2sin%(6)
n - 1 —cos (20)
- f " 16sin2(6) do sin(6) = 2
0 . L ®

_ J‘Z 16 (1 - cos(20)> »
0 2

T

- f *8(1 — cos(26)) do
0

NE

=f 8 — 8cos(20) db
0

=[80 — 4sin(29)]%

(8x——4XS1n(2xE))—(8><0—4><sin(2><0))
4

=2r—-4x1)—(0—-4x0)

=2r—-4)—(0-0)
=2r—4

Felly c =2,d = —4.
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Ymarfer 3

Defnyddiwch amnewidiad priodol i ddangos bod

1

= 2 \/§
Jz X d T
0

A" 12 8
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Enghraifft 4

Defnyddiwch yr amnewid u = 3x — 2 i enrhifo

du
Osywu =3x—2yna E_B

du = 3dx

du
— =dx
3

Terfannau: Osywx =1 mae u=3Xx1-2
u=1

Felly

2 X d
fl (Bx —2)+ "

Osywu=3x—2yna u+2=3x

Osywx =2

2 x d
L (Bx —2)* x

u+2

=f4(%

)du
3

9

RNFRO| RO RO~ Ol O]l O]

Ymarfer 4

Defnyddiwch yr amnewid u = 2x — 3 i enrhifo

Youlfl® /adolygumathemateg

u?

4

1f -
1

_ 4-2

_(__2+

1f4u+2
=— du
1

3 ;
fz (2x — 3)3 X

mae

u=3x2-2

Yr Adran Fathemateg
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Ysgol y Creuddyn

Dewis amnewidiad priodol

Yr Adran Fathemateg

Nid yw’r amnewid yn cael ei roi bob tro mewn cwestiwn arholiad. Dyma rai amnewidiadau addas.

Integryn Amnewid

f a? — x2dx x =asinf
1 p )

IW X x =asinf

fmdx x =atan@

Fel arall, ceisiwch ddewis amnewid ar gyfer u fel bod

e u 2’i ddeilliad yn ymddangos yn yr integryn

* u yn ymddangos mewn cromfach

e u yn ymddangos yn yr enwadur

e u yn ffwythiant sydd wedi’i godi i'r pwer uchaf

X @mathemateg
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Integru Fesul Rhan

Yn y pecyn gynt ar ddifferu pellach, fe welsom reol y lluoswm, sef y dechneg ar gyfer differu mynegiad o’r ffurf

Yy = uv.

dy_ dv+ du
dx udx vdx

Gallwn integru’r uchod mewn perthynas as x i roi’r canlynol.

du
f—dx—fu—dx+fv—dx
dx
dx + du d
fud— X fv— X
uv—fu—dx+fv—dx

uv — v—dx = u—dx T

dx dx
Trwy gyfnewid ochrau, cawn y fformiwla ar gyfer integru fesul rhan:

dv du
dx dx

((@D) u—dx =uv— | v—dx (@m))
—

Defnyddiwn y dechneg hon i integru mynegiad sy’n lluoswm o ddau ddarn, u a %.

Fel rheol, dewiswch u fel y fiwythiant sy’n ymddangos uchaf yn y rhestr ‘LIATE’ ganlynol.

Ffwythiannau Logarithmig, e.e. In(3x)

Ffwythiannau Trigonometrig Gwrthdro (Inverse), e.e. tan™1(2x)

Ffwythiannau Algebraidd (polynomialau syml), e.e. 3x* — 5x + 8

Ffwythiannau Trigonometrig, e.e. sin(5x)

m=|>=r

Ffwythiannau Esbonyddol, e.e. e”*

Enghraifft 5

Darganfyddwch

f 5x cos x dx.

Ateb: Mae’r integryn yn lluoswm dau fynegiad, felly gallwn geisio defnyddio integru fesul rhan i’'w daclo.

Gadewch i u = 5x ? = CcosXx
du
= 5 v =sinx
Yna
dv J du p
u Ix X = Uuv v Ix X

focosxdx= 5x><sinx—fsinx><5dx
focosxdx= 5xsinx—f55inxdx
focosxdx= S5xsinx ——=5cosx + ¢
focosxdx= 5xsinx + 5cosx + ¢

fo cosx dx = 5(xsinx + cosx) + ¢

Youlfl® /adolygumathemateg
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Ymarfer 5
Darganfyddwch
f 7xe3* dx.
Enghraifft 6
Darganfyddwch
f x?e* dx.
Ateb: Gadewch i u = x? % =e¥
du _ _ X
o 2x v=e
Yna

f dvd B J‘ dud
u——dx =uw v—dx
fxzexdx=x2><ex—fexx2xdx

fxz eXdx = x%e* — j 2xe* dx

Nawr ar gyfer [ 2xe* dx rhaid integru fesul rhan eto.

Gadewch i u=2x v _ px
dx
L v=e*
dx
Yna
dvd B dud
udx X = uv vdx x

foexdx=2x><ex—fex><2dx

X @mathemateg Tudalen |11
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Felly

Ymarfer 6
Darganfyddwch

Yr Adran Fathemateg

foe" dx = 2xe* — f 2e* dx

foexdx = 2xe* —2e* +¢

Gallwn barhau i
adio’r cysonyn

integru (Pam?)
sz eXdx = xZex — (erx —2e* + C)

fxzexdx=x2ex—2xex+2ex+c o

fxzexdx=ex(x2—2x+2)+c

j e*sinx dx.

Youf[® /adolygumathemateg
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

T

7. (a) Darganfyddwch .[x3lnxdx. (4]

(C4 Haf 2010)

2
(b) Defnyddiwch yr amnewid u = 2x — 3 i enrhifo J. x(2x—3)* du. [5]
1
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(C4 Haf 2005)

7. (a) Defnyddiwch yr amnewid « = 2x — 1 i enrhifo

J‘l r(2x—1)"dx -

0
(b) (1) Darganfyddwch J.x cos2xdvy.
(i1) Detfnyddiwch y canlyniad yn (b)(1) 1 ddarganfod

J.XCOSZ x dy .

Yr Adran Fathemateg

[5]

[4]

[3]

X @mathemateg
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C4 Haf 201 1)

7. (a) Darganfyddwch jxsiandx. [4]

(b) Defnyddiwch yr amnewid u = 5 — x?i enrhifo

2
X 4
jo i 4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C4 Haf 2012)

7. (a) Darganfyddwch Jxe‘Qx dx. [4]

(b) Defnyddiwch yramnewid u =1+ 3Inx ienrhifo

) 1
L I+ 3
Rhowch eich ateb yn gywir i bedwar lle degol. [4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C4 Haf 2016)

6. (a) Darganfyddwch j(2x+l)e‘3xdx ) [4]

(b) Defnyddiwch yr amnewid u =4 + Stanx i enrhifo

J‘4 4+ Stanx Stanx [4]

COS X

X @mathemateg Tudalen 19
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C4 Haf 2014)

7. (a) Darganfyddwch J-x4ln2xdx. [4]

(b) Defnyddiwch yr amnewid u = 10cosx — 1 1 enrhifo

J.OS,/(IO(:osx “ 1) sinxdx. 4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C4 Haf 2008)

6. (a) Darganfyddwch I( 3v+1) edy. [4]

(b) Defnyddiwch yr amnewid x = 3sin6 i ddangos bod

3 b
J. 9 _ x dvy =J‘kcos2 6do
15 a

lle mae gwerthoedd y cysonion ¢, b a ki’w darganfod.

3
Trwy hyn, enrhifwch VO -x*dy . [8]
15
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Ysgol y Creuddyn

(C4 Haf 2007)

7.

(a)
(b)

Darganfyddwch J.xz Inxdx .

Defnyddiwch yr amnewid x = 2sin@ 1 ddangos bod

X .2
dy = ksin~ 6d6 ,
0 \14—_)52 0

lle mae gwerthoedd a a k 1’w darganfod.

V2 2
Trwy hyn, neu fel arall, enrhifwch J X dx -

0

Yr Adran Fathemateg

[4]

[8]
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Ysgol y Creuddyn

(Uned 3 Haf 2022)

1

8

a) Defnyddiwch amnewid (substitution) addas i ddarganfod

1

.[ (xi 3)*

2

dx.

Yr Adran Fathemateg

[2]

[2]
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(Uned 3 Haf 2018)

1

4

Enrhifwch
a) j x*Inxdx .

iy

Yr Adran Fathemateg

[6]

(6]
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Y e, Y

(Uned 3 Haf 2019)

1| 4 | a) Darganfyddwch | (¢2* + 6sin3x)dx. [2]
b) Darganfyddwch | 7(x2 + sinx)®(2x + cosx)d.x. 1]
c¢) Darganfyddwch Lzlnxdx ) [4]

J x

ch) Defnyddiwch yr amnewid « = 2cosx + 1 i enrhifo

T

I G S gy [4]
0 (2cosx+1)
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Pl e

Datrys hafaliadau differol trefn un, sydd yn hafaliadau sy’n cynnwys
ffwythiant a’i ddeilliad.

Lefel A Uned I: Differu ac integru; logarithmau.
Lefel A Uned 3: Integru pellach.

Mathemateg Pellach: datrys hafaliadau differol trefn dau.
Cymwysiadau: Modelu cylchedau trydanol; grymoedd ar drawstiau.

T

Mae hafaliad differol yn cysylltu ffwythiant y a’i ddeilliad Z—i/. Trwy wahanu’r newidynnau ac integru, gallwn ffeindio

hafaliad sy’n cysylltu x ag y.
Enghraifft (C4 Haf 2005)

Gellir modelu maint P poblogaeth o facteria fel newidyn di-dor fel bod cyfradd cynnydd P ar amser t diwrnod mewn
cyfrannedd union & P.

(2) Ysgrifennwch hafaliad differol y mae P yn ei fodloni.
(b) O wybod mai maint cychwynnol y boblogaeth yw P,, dangoswch fod P = Pye*¢, lle mae k yn gysonyn positif.
(c) Dau ddiwrnod ar 6l cychwyn, maint y boblogaeth yw 1.2P,. Darganfyddwch pryd fydd maint y boblogaeth yn 2P,.

Ateb: (a) Os yw cyfradd cynnydd P ar amser t diwrnod mewn cyfrannedd union a P, yna

dpP o« P
dt
ar 1P
dt
(b) Yn gwahanu’r newidynnau yn yr hafaliad differol uchod,
dP = kP dt
1
—dP =k dt
P
Yn integru,
f ! dpP = f kdt
5dP =
In|P| =kt +c

Maint cychwynnol y boblogaeth yw P, felly mae P = P, panfo t = 0.

In|Py| = k(0) + ¢
ln|P0| =cC

Theori
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Felly

In|P| = kt + In|P,]|
In|P| — In|P,| = kt

in| o] = ke
nP0 =
P

— = ekt
Py

P = Pye*t

(c) Osyw t = 2, mae P = 1.2P,. Felly
1.2By = Ryek?)

1.2 = ek

In(1.2) = 2k

1

=In(1.2) =k

ZIn(1.2)
Felly

1

p= Poefln(l'z)t

Osyw P = 2P,

2P, = Pne%ln(l.z)t

5 = e%ln(l.z)t

1
In(2) = Eln(l.Z) t
2In(2) .
In(1.2)
t = 7.60 diwrnod, i 2 le degol.

Sefydlu Hafaliad Differol
Ymarfer |

Cwblhewch y tabl canlynol.

Disgrifiad Perthynas Cyfrannol Hafaliad Differol

Mae cyfradd cynnydd P ar amser ¢ mewn cyfrannedd union dP ) dP )

N —x P — = kP

apP”. dt dt

Mae cyfradd cynnydd P ar amser t mewn cyfrannedd dPp 1 dP k

wrthdro 4 P2. 2 < pz dt _ p?

Mae cyfradd lleihad P ar amser £ mewn cyfrannedd union a dP ) dP )
2 — x —P — = —kP

L dt dt

Mae cyfradd lleihad P ar amser £ mewn cyfrannedd wrthdro dpP 1 dP k

3P T i~

Mae cyfradd cynnydd P ar amser ¢ mewn cyfrannedd union

aPp3.

Mae cyfradd lleihad P ar amser ¢ mewn cyfrannedd wrthdro

aPp.

Mae cyfradd cynnydd P ar amser t mewn cyfrannedd

wrthdro a P*.

Mae cyfradd lleihad P ar amser £ mewn cyfrannedd union a

VP.
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T

(C4 Haf 2006)

8. Mae dwr yn gollwng o dwll sydd yng ngwaelod tanc dwr mawr. Dyfnder y dwr ar amser + munud
yw x metr. Mae cyfradd lleihad x mewn cyfrannedd union ag /x .

(a) Ysgritennwch hafaliad differol y mae x yn ei fodloni. [1]
(b) O wybod mai dyfnder y dWwr yn y tanc pan fydd = 0 yw 9 metr, dangoswch fod
ki=6-2x
lle mae k£ yn gysonyn positif. (4]

(¢) O wybod mai dyfnder y dwr yn y tanc pan fydd r = 20 yw 4 metr, darganfyddwch yr amser
y mae’'n cymryd i’r tanc wagio'n llwyr (empty). [3]
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(C4 Haf 2007)

8. Gellir modelu pris eitem £P ar amser / mlynedd gan newidyn di-dor sydd fel bod cyfradd cynnydd
P mewn cyfrannedd union a P.

(a) Ysgrifennwch hafaliad differol y mae £ yn ei fodloni. [1]

(b) O wybod mai pris yr eitem pan fydd ¢ = 0 yw £50, dangoswch fod P = 50e”, 1le mae k yn
gysonyn positif. [5]

(c) Pris yr eitem ar 0l saith mlynedd yw £65. Darganfyddwch bris yr eitem ar 6l un deg chwe
blynedd. 4]
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(C4 Haf 2009)

7. Mae’'n bosibl modelu gwerth cydran electronig fel newidyn di-dor. Gwerth y gydran ar amser
t mlynedd yw £P. Mae cyfradd lleihad P mewn cyfrannedd union i P>.

(a) Ysgrifennwch hafaliad differol y mae P yn ei fodloni. [1]
(b) Gwerthy gydran pan fydd 7 = 0 yw £20. Dangoswch fod
1 _ 1
lle mae A yn gysonyn positif. [5]

(c) O wybod mai gwerth y gydran pan fydd 7 = 1 yw £10, darganfyddwch yr amser pan fydd ei
gwerth yn £5. [4]
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(C4 Haf 2010)

8. Mae gwerth car wedi’i ddynodi gan £V. Mae’n bosibl modelu V fel newidyn di-dor ac ar amser
t mlynedd, mae cyfradd llethad V mewn cyfrannedd union a V2,

(a)  Ysgrifennwch hafaliad differol y mae V yn ei fodloni. [1]

(b) O wybod bod V = 12000 pan fydd 7 = 0, dangoswch fod

_ 12000
Tar+1

lle mae a yn gysonyn. (4]

(c) Gwerth y car ar ddiwedd dwy flynedd yw £9000. Darganfyddwch werth y car ar ddiwedd
pedair blynedd. (4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C4 Haf 2013)

8. Mae rhan o wyneb llyn bach wedi’i orchuddio gan algau gwyrdd. Arwynebedd y rhan o’r llyn
sydd wedi’i orchuddio gan yr algdu ar amser ¢ blwyddyn yw Am?. Mae cyfradd cynnydd 4
mewn cyfrannedd union ag /4 .

(a)  Ysgrifennwch hafaliad differol y mae 4 yn ei fodloni. [1]

(b)  Arwynebedd y rhan o’r llyn sydd wedi’i orchuddio gan yr algiu ar amser ¢ = 3 yw 64 m?
ar arwynebedd sydd wedii orchuddio ar amser 7 = 5-5 yw 196m?. Darganfyddwch

fynegiad ar gyfer 4 yn nhermau 7. [6]
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(C4 Haf 2015)

9. Mae gwerthwr llyfrau yn rhoi gwerth o £4 ar lyfr prin (rare) ar Awst 12" 2010. Mae’'n bosibl
modelu gwerth, £P, y llyfr t mlynedd ar 6l y dyddiad hwn fel newidyn di-dor. Gallwch dybio bod
cyfradd cynnydd P mewn cyfrannedd union 4 PZ.

(a) Ysgrifennwch hafaliad differol y mae P yn ei fodloni. [1]

(b) Dangoswch fod

lle mae k yn gysonyn. [4]

(c) Gwerthyllyfr ar Awst 1af 2013 yw £800 a’i werth ar Awst 12 2014 yw £900. Darganfyddwch
werth A. [3]
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(C4 Haf 2016)

7. Mae'n bosibl modelu gwerth £1 car penodol fel newidyn di-dor. Ar amser ¢ blynedd, mae cyfradd
lleihad ¥ mewn cyfrannedd union & V>,

(a) Ysgrifennwch hafaliad differol y mae I yn ei fodloni. 1]

(b) O wybod mai gwerth cychwynnol y car yw £A4, dangoswch fod

lle mae b yn gysonyn. [4]

(c) Pan mae =2, mae gwerth y car wedi gostwng | hanner ei werth cychwynnol.
Darganfyddwch werth ¢ pan fydd gwerth y car wedi gostwng i chwarter ei werth
cychwynnol. [4]
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(C4 Haf 2018)

8. Gwerth paentiad (painting) ar 1 lonawr 2000 oedd £900. Mae'n bosibl modelu gwerth, £7]
y paentiad r o flynyddoedd ar 6l y dyddiad hwn fel newidyn di-dor. Gallwch dybio bod

3
cyfradd cynnydd 7 mewn cyfrannedd union & V2.

(@) Ysgrifennwch hafaliad differol sy’n cael ei fodloni gan V. [1]

(b) Gwerth y paentiad ar 1 lonawr 2003 oedd £1600.
Darganfyddwch beth oedd ei werth ar 1 lonawr 2008. [8]
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(Uned 3 Haf 2018)

1 | 5 | Mae'r newidyn y yn bodloni'r hafaliad differol

dy _ s _
de—S 2y, lle mae x > 0.
O wybod bod y = 1 pan mae x = 0, darganfyddwch fynegiad ar gyfer y yn nhermau ..

[5]

You® /adolygumathemateg Tudalen 20



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(Uned 3 Haf 2019)

11 3 Mae blodau gwyllt yn tyfu ar yr ymyl wair (grass verge) wrth ochr traffordd. Yr
arwynebedd sydd & blodau gwyllt drosto ar amser ¢ o flynyddoedd yw 4 m2. Mae cyfradd

cynnydd 4 mewn cyfrannedd union ag A.

a) Ysgrifennwch hafaliad differol y mae A4 yn ei fodloni. [1]

b) Aramser r = 0, yr arwynebedd sydd & blodau gwyllt drosto yw 0-2m2. Flwyddyn
yn ddiweddarach, mae’r arwynebedd wedi cynyddu i 1-48m2. Darganfyddwch
fynegiad ar gyfer 4 yn nhermau ¢ yn y ffurf pg’, lle mae p a ¢ yn rhifau cymarebol
I'w darganfod. [7]

X @mathemateg Tudalen 21



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

You® /adolygumathemateg Tudalen 22



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

Y e, Y

(Uned 3 Haf 2023)

1] 2 Mae cyfradd newid newidyn y mewn perthynas ag x mewn cyfrannedd union ag y.

a) Ysgrifennwch hafaliad differol sy’n cael ei fodloni gan y. 1]

b) Panmae x=1acy =05, cyfradd newid y mewn perthynas ag x yw 2.
Darganfyddwch y pan mae x = 3. [6]
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px +q A 4 B
(ax + b)(cx + d) ax+b cx+d
px +q A 4 B
(ax + b)? ax+b (ax+ b)?
N px*+qx+r A + B + ¢
" (ax + b)(cx + d)(ex + f) ax+b cx+d ex+f
px?+qx+r A N B N C
(ax + b)*(cx + d) ax+b (ax+b)?> cx+d




Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

Gwahanu ffracsiwn algebraidd i roi swm ffracsiynau efo enwaduron llinol.
Defnyddio’r gwaith yma i integru ffracsiynau algebraidd.

Lefel A Uned I: Differu ac integru.
Lefel A Uned 3: Integru pellach.

Cymwysiadau: Lleihau’r swn cefndirol mewn clip sain; cywasgu ffeiliau
cyfrifiadurol; astudio sut mae cyffur yn dadfeilio yn y corff.

T

Symleiddio Mynegiadau Cymarebol

Cyn defnyddio’r technegau ar gyfer ffracsiynau algebraidd sy’n dilyn, mae’n bwysig gwirio i weld os
yw’n bosib symleiddio mynegiad algebraidd gan ddefnyddio technegau blaenorol.

Enghraifft | Enghraifft 2

15x+20 - x2+8x+15
—. Symleiddiwch ———.
(3x+4)(2x-3) x%+2x—-15

15x+20 5(3x+%) Ateb: x%+8x+15 _ _(x+5)(x+3)

Symleiddiwch

Ateb: s — G x3) X242x—15  _(e+5)(x—3)
—_> — X3
T (2x-3) T x-3
Enghraifft 3 Enghraifft 4
3_ 2 3_ 2
Symleiddiwch SxToSxTHaxt3 Symleiddiwch S oSxTHaNtS
2x+1 2x+1
Ateb: Trwy ddefnyddio ffram rannu, Ateb: Trwy ddefnyddio ffram rannu,
3x2 —4x +3 3x2—4x+3
2x+1)6x3—5x2+2x+3 2x+1)6x3—5x2+2x+5
6x3 + 3x2 6x3 + 3x2
—8x?+2x+3 —8x?+2x+5
—8x2% — 4x —8x2% — 4x
6x + 3 6x +5
6x+ 3 6x+ 3
2
3_ 2 3_ 2
Felly 222X 2343 _ 352 _ 4 4 3. Felly ZE=5X 42445 _ 352 _ 4o 43+ ——.
2x+1 2x+1 2x+1
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Ymarfer | Ymarfer 2
S 12x-8 S xX2+7x+12
Symleiddiwch TG Symleiddiwch ————.
Ymarfer 3 Ymarfer 4
3 2 3 2
Symleiddiwch 6x°+19x“+37x+18 Symleiddiwch 6x°+19x“+37x+15
3x+2 3x+2
Ymarfer 5 Ymarfer 6
., 2x%-3x-20 L 6x0411x5—4xt—4x3
Datryswch yr hafaliad ——— = 0. Datryswch yr hafaliad =0.

x—4 2x+1
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Ffracsiynau Rhannol

O gael ffracsiwn ble mae’r enwadur yn lluoswm ffactorau llinol, gallwn ddadelfennu’r ffracsiwn i
mewn i'w ffracsiynau rhannol.

Enghraifft 5

7x—10

Mynegwch y ffracsiwn sy

yn nhermau ffracsiyanu rhannol.

Ateb: Mae’n bosib ysgrifennu’r ffracsiwn yn y ffurf ﬁ + %, ble mae A a B yn rhifau mae angen eu darganfod.
7x—10 A N B
(x+2)(x—6) x+2 x-—6
Ax+2)(x—6) B(x+2)(x—6
e 1L AGHD=6) Bet2=6) o8
x+2 x—6 T
7x —10 = A(x — 6) + B(x + 2)

Mae dwy dechneg ar gyfer ceisio darganfod gwerthoedd A a B:

Amnewid gwerthoedd i mewn i’r unfathiant, fel arfer gwerthoedd sy’n dileu rhai o’r termau;
Cymbharu cyfernodau, e.e. cyfernodau x.

Trwy amnewid x = 6 i mewn i’r unfathiant, bydd y term efo’r A yn diflannu, a gallwn gyfrifo gwerth B.

7(6) —10=A(6—6) + B(6 + 2)
42 —10 = A(0) + B(8)

32 =8B

B=4

Trwy amnewid x = —2 i mewn i’r unfathiant, bydd y term efo’r B yn diflannu, a gallwn gyfrifo gwerth A.

7(=2) —10=A(-2—-6)+B(—2+2)
—14—10 = A(—8) + B(0)

—24 = -84

A=3

3

2x 4
Felly (x+2)(x=6) _ x+2 Yoo
Ymarfer 7

13 .
e " nhermau ffracsiyanu rhannol.

. X
Mynegwch y ffracsiwn )0
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Os yw enwadur yn cynnwys ffactor wedi’i sgwario, rhaid ystyried y ffactor yn unigol ac wedi’i sgwario.
Enghraifft 6 (C4 Haf 2005)

2 -
% yn nhermau ffracsiyanu rhannol.
8x%+x-5
(b) Darganfyddwch fm dx.

(2) Mynegwch y ffracsiwn

B n C
(2x-1)2 * x+2’

Ateb: (a) Mae’n bosib ysgrifennu’r ffracsiwn yn y ffurf% + ble mae A, B ac C yn rhifau mae angen eu

darganfod.
Lluosi efo

8x2+x—5 A B C (2x — D?(x + 2)
= + + -

2x—1)2?x+2) 2x—-1 (x—-1)2 x+2 s 8

8 + 5_A(2x—1)2(x+2) BQx—12*(x+2) CQRx—-1)2%(x+2)

rrxTe= 2x— 1 (2x — 1)2 X+2

8x2+x—-5=AQx—1)(x+2)+B(x+2)+ C(2x — 1)?
Trwy amnewid x = —2 i mewn i’r unfathiant, bydd y termau efo’r A a’r B yn diflannu, a gallwn gyfrifo gwerth C.

8(—2)2+(-2)-5=42(-2)—1)(-2+2)+B(-2+2)+C(2(-2) — 1)
32—2-5=A(0) + B(0) + C(25)

25 = 25C

c=1

Trwy amnewid x = 0.5 i mewn i’r unfathiant, bydd y termau efo’r A a’r C yn diflannu, a gallwn gyfrifo gwerth B.

8(0.5)2 4+ 0.5—5 = A4(2(0.5) — 1)(0.5 + 2) + B(0.5 + 2) + €(2(0.5) — 1)?
2+0.5—5=A4(0) + B(2.5) + €(0)

—2.5=25B
B=-1 R
Trwy gymharu cyfernodau x2, gallwn gyfrifo gwerth A. 2x% +3x -2,
(Zx=1T)"=
8= 24+ 0B+ 4C -.. )
8=24+4()
4 =24
A=2 e
Fell 8x’+x-5 2 1 L .
ety (2x-1)2(x+2) 2x-1 (2x-1)2  x+2’ .
8x24x—5 2 1 1 Pa ddulliau eraill y
(b) f-(Zx—l)Z(x+2) dx = fo_l = o ax byddai’'n bosib eu
_ (.2 _ 1\-2 1 defnyddio i
B fo—l dx = [(2x = D7 dx + fx+2 dx ddarganfod gwerth
=ln|2x—1|+%(2x—1)_1+ln|x+2|+c A?
1
=In|2x —-1)(x+2)| + 2D +c
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T

2
1. Owybodbod f(x)= X +x+13

(C4 Haf 2011)

(x+2)%2(x=3)

(a) mynegwch f(x) yn nhermau ffracsiynau rhannol, [4]
(b) enrhifwch
7
[ s
gan roi eich ateb yn gywir i dri lle degol. [3]
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(C4 Haf 2018)

3x°—3x-8

1. O wybod bod = ,
y f(x) x(x_2)2

(@ mynegwch f (x) yn nhermau ffracsiynau rhannol, [4]

(b) enrhifwch

[ s,

gan roi eich ateb yn gywir i ddau le degol. [3]
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(C4 Haf 2007)

X+3

1. (a) Mynegwch — Go1) yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]
X (x—
xX+3
——— dx .
(b) Darganfyddwch J 2 (.r ~ 1) 2]
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(C4 Haf 2016)

1. Mae'r ffwythiant f'wedi’i ddiffinio gan
+4x — x2
()= 17+4x—x

(2x=1)(x=3)*
(@ Mynegwch f(x) yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]
(b) Defnyddiwch eich canlyniad i ran (a) i ddarganfod mynegiad ar gyfer f"(x). [2]
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Ysgol y Creuddyn
(C4 Haf 2010)

1. Mae’r ffwythiant fwedi’1 ddiffinio gan

Yr Adran Fathemateg

8 —x—x?
X)) =— .
S x(x—2)?
(a)  Mynegwch f(x) yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]
(b)  Defnyddiwch eich canlyniad i ran (a) i ddarganfod gwerth f'(1). [3]
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(C4 Haf 2013)

1. Mae'r ftwythiant f wedi't ddiffinio gan

_ 6+ x—-9x2
)=S0

(a) Mynegwch f(x) yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]
(b)  Gan ddefnyddio eich canlyniad i ran (a),

(i) darganfyddwch fynegiad ar gyfer f7(x),
(1) gwireddwch fod gan f(x) werth arhosol pan fydd x = 2. [3]
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(C4 Haf 2014)

5x2+ Ix+17
(x+17 (x—4)

2. (a) Mynegwch yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]

2
(b) Defnyddiwch eich ateb iran (a) i fynegi 2X—2X*9 yn nhermau ffracsiynau
rhannol. (x+1)7(x—4) [2]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C4 Haf 2017)

8x*+7x-25

1. (@) Mynegwch 5 yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]
(x - 1) (x + 4)
2 _
(b) Defnyddiwch eich canlyniad yn rhan (a) i fynegi 22—2%X=2% 1 Lhermau
ffracsiynau rhannol. (x=1)"(x+4) [3]
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(Uned 3 Haf 2022)

110 Datryswch yr hafaliad

6x° —17x* —5x +6x7 [5]
(3x+2)

You[[T® /adolygumathemateg Tudalen 22



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(Uned 3 Haf 2023)

2
0] 8 Mae’r ffwythiant / wedi'i ddiffinio gan f(x) - A +12x49 ,lle mae x > 1.

2x% +x-3
a) Dangoswch ei bod yn bosibl ysgrifennu f'(x)fel 2 + % . [3]
7
b) Drwy hyn darganfyddwch union werth I f(x)dx. [4]
3
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T e, S

1. Mae'r fiwythiant f 'yn cael ei roi gan

(Uned 3 Haf 2024)

7(x)= (2x —sz)?iﬁ)z(x 12)

(@ Mynegwch f (x) yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]
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2
(b) Dangoswch fod L f(x)dx=-InP, lle mae P yn gyfanrif y mae ei gwerth i'w
ddarganfod. [5]

(c) Dangoswch fod arwydd f (x) yn newid yn y cyfwng (interval) x =2 i x =3 . Esboniwch
pam mae'r dull newid arwydd yn methu lleoli un o wreiddiau'r hafaliad f(x) =0ynyr
achos hwn. [2]
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7 T,

Gallwn ddefnyddio integru i ddarganfod yr arwynebedd wedyi’i ffinio gan y gromlin y = f(x), yr echelin—x, y llinell

x =aa'rllinell x = b.

b
fydx
a

Byddai’'n bosib amcangyfrif yr arwynebedd yma trwy ei hollti i mewn i betryalau o led gyson 6x.
Enghraifft 7
Mae’r diagram isod yn dangos y gromlin y = x2 + 4 rhwng x = —1 ac x = 5.

303&

=x2+4
25 F F

20

15-F

10 B /
B — X
-1 % 1 2 3 4 5
-5

Gallwn amcangyfrif gwerth f04x2 + 4 dx trwy ddefnyddio’r uchod, i gyd o led | uned.
Uchder bob petryal yw gwerth y ffwythiant ar ochr chwith y petryal.

4
fx2+4dxz(1><4)+(1><5)+(1><8)+(1><13)
04-
fx2+4dxz30
0

Gwelwn o’r diagram bod yr amcangyfrif yn tanamcangyfrif, gan fod y gromlin goch yn gorwedd uwchben y petryalau.
Go wir, mae

4 %3 4
fx2+4dx= — + 4x

0 3 0

4 43 03
fx2+4dx= —+4x4 —[—+4><0
0 3 3

42 112
fx +4dx =—

0 3

Felly, mae ein hamcangyfrif% —-30= % uned sgwar yn rhy fach. Byddai’n bosib gwella’r amcangyfrif trwy
ddefnyddio mwy o betryalau, o led llai.

Yn gyffredinol, os oes gennym n petryal, i gyd o led 8x, yna'r amcangyfrif o’r arwynebedd A yw

A= y,6x +y,0x + -+ y,0x
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Gallwn ysgrifennu’r swm uchod gan ddefnyddio nodiant sigma:

n
A= Z y;6x
i=1

Wrth i ni gynyddu’r nifer o betryalau n, byddai lled §x y petryalau’n lleihau a byddai’r swm yn rhoi gwell amcangyfrif
ar gyfer yr arwynebedd. Trwy gymryd y derfan, mae

n

b
lim y;6x =f ydx
a

n—-oo
i=1

Gan fod y gwerthoedd y; yn dod o’r ffwythiant y = f(x), gallwn ysgrifennu

b b
lim E f(x)6x=f ydx
6x—0 a

xX=a

Ymarfer 8
Mae’r diagram isod yn dangos y gromlin y = —x? + 20 rhwng x = —1 ac x = 5.
y
25
EEEE e
15 - \
10— -
5 -
-1 % 1 2 3
-5
Darganfyddwch amcangyfrif ar gyfer f: —x2 + 20 dx trwy ddefnyddio’r pedwar yn y diagram.

A yw eich amcangyfrif yn tanamcangyfrif neu’n goramcangyfrif?
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Pl e

Profi fod rhywbeth yn wir trwy ddangos bod y gwrthwyneb ddim yn gallu
bod yn wir.

TGAU: Datrys hafaliadau ac anhafaleddau.
Lefel A Uned I: Prawf.

Cymwysiadau: Dangos bod nifer anfeidrol o rifau cysefin; dangos nad
yw’n bosib ysgrifennu syrdiau megis v/2 fel ffracsiwn %.

T

Prawf trwy wrthddywediad

Gallwn brofi fod rhywbeth yn wir trwy ddangos bod y gwrthwyneb byth yn gallu bod yn wir. Theori
Enghraifft | (C4 Haf 2005)

Cwblhewch y prawf trwy wrthddywediad canlynol i ddangos bod x + % = 10 lle mae x yn real a phositif.

Tybiwch fod x + 2;5 < 10, lle mae x yn real a phositif.

Oherwydd bod x yn bositif, mae lluosi dwy ochr yr anhafaledd ag x yn rhoi x? + 25 < 10x.
Ateb: Trwy dynnu 10x o bob ochr, cawn x? — 10x + 25 < 0.

Trwy ffactorio, mae (x=5x-5<0.
(x —5)?<0.

Mae sgwario unrhyw rif real yn rhoi rhif sy’n fwy na neu’n hafal i 0, felly does dim gwerth real a phositif ar gyfer x fel bod
(x — 5)? yn llai na sero. Mae hwn yn wrthddywediad i’r dybiaeth bod x yn real, felly rhaid bod x + zx_s > 10 os yw x yn real
a phositif.

Enghraifft 2 (C4 Haf 2006)

Cwblhewch y prawf trwy wrthddywediad canlynol i ddangos bod v/2 yn anghymarebol.

Tybiwch fod V2 yn gymarebol. Yna gellir ysgrifennu \/2 yn y ffurf %, lle mae a, b yn gyfanrifau positif sydd heb ffactor
o¥ffredin.

s a? = 2b2

= mae 2 yn ffactor o a®.

~ mae 2 yn ffactor o a, ac felly mae a = 2k, lle mae k yn gyfanrif.

Ateb:  Yn amnewid a = 2k i mewn i a® = 2b?, cawn

(2k)? = 2b2.
4k? = 2ph>.
2k? = b2,
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- mae 2 yn ffactor o b>.
-~ mae 2 yn ffactor o b.

Ond os yw 2 yn ffactor o a ac o b, yna mae hyn yn gwrthddweud y dybiaeth gynt bod a, b yn gyfanrifau positif heb ffactor
¢¥ffredin. (Rydym wedi darganfod ffactor cyffredin, sef 2.)

Felly, nid yw v/2 yn gymarebol.
Enghraifft 3
Defnyddiwch brawf trwy wrthddywediad i ddangos bod nifer anfeidrol o rifau cysefin.

Ateb:  Cymerwch i’r gwrthwyneb bod nifer meidrol n o rifau cysefin yn bodoli.
Gallwn restru’r rhifau cysefin hyn: 2,3,5,7, ..., pp.

Gadewch i x fod yn lluoswm yr holl rifau cysefin hyn, ac yna adio un.
x=2X3X5X7x--Xp,)+1

Nid yw 2 yn ffactor o x gan fod gweddill o 1 wrth rannu x efo 2.
Gallwn ddefnyddio’r un ddadl i ddangos bod yr holl rifau cysefin hyd at p,, ddim chwaith yn ffactorau o x.

Felly, rhaid bod x yn rhif cysefin sy’n fwy na p,,.

Mae hyn yn gwrthddweud y dybiaeth gynt mai’r rhif cysefin mwyaf yw p,,.
Felly rhaid bod nifer anfeidrol o rifau cysefin.

Enghraifft 4 (C4 Haf 2014)

Cwblhewch y prawf trwy wrthddywediad canlynol i ddangos bod

sinf + cos <2

ar gyfer bob gwerth o 6.

Tybiwch fod gwerth ar gyfer 6 fel bod sin 6 + cos 6 > /2.
Yna, mae sgwario’r ddwy ochr yn rhoi:

Ateb:  (sinf + cos6)? > 2
(sin® + cos 8)(sin0 + cosB) > 2
sin? @ + sin @ cos @ + cos O sin O + cos? f > 2
sin? @ + 2sinf cos 6 + cos? 0 > 2
sin? @ + cos? @ + 2sinf cos O > 2

1+ 2sinfcos@ > 2 (yn defnyddio sin? @ + cos? 0 = 1)
2sinfcosf > 1
sin260 > 1 (yn defnyddio 2 sin 8 cos 8 = sin 26)

Mae graff sin 8 yn amrywio rhwng —1 ac 1, felly mi fydd graff sin 26 hefyd yn amrywio rhwng —1 ac 1.
y
1.5 :
y =sinf

1

NN,

[1 1 1 C 1 1 >l X

_45}!6(}2701}&49?4 90 18§ 270460450
-1.5

Felly mae’n amhosib ffeindio gwerth ar gyfer 6 fel bod sin 20 > 1.

Mae hwn yn wrthddywediad i'r dybiaeth gynt bod sin 8 + cos 6 > /2.
Felly, rhaid bod sin @ + cos @ < V2 ar gyfer bob gwerth o 6.

X @mathemateg Tudalen 3



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

T

10. Defnyddiwch brawf trwy wrthddywediad 1 brofi'r gosodiad canlynol.

(C4 Haf 2008)

Pan fydd x yn real a phositif, mae

Rhoddir llinell gyntaf y prawf isod.

Tybiwch fod gwerth real a phositif o x yn bodoli fel bod

You® /adolygumathemateg Tudalen 4
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(C4 Haf 2010)
10. Defnyddiwch brawf trwy wrthddywediad i brofi’r gosodiad canlynol.
Os yw a, b yn rhifau real positif, ynamaca + b = 2+Jab.
Mae llinell gyntaf y prawf wedi’1 rhoi isod.

Tybiwch fod rhifau real positif a, b yn bodoli fel bod a + b < 2+ ab. [3]
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(C4 Haf 2013)
10. Defnyddiwch brawf trwy wrthddywediad i brofi'r gosodiad canlynol.
Pan fydd x yn real, mae,
Gx=37+1>= @Bx-17~
Mae llinell gyntaf'y prawt wedi’i rhot 1sod.
Tybiwch fod gwerth real o x fel bod

(5x=3)2+ 1< (3x—1)° 3]

You® /adolygumathemateg Tudalen 6
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(Uned 3 Haf 2024)

5. Profwch drwy wrthddywediad y gosodiad canlynol:

Pan mae x yn real ac yn bositif, x+% >18. [4]
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(C4 Haf 2009)
10. Cwblhewch y prawf trwy wrthddywediad canlynol i ddangos bod /3 yn anghymarebol.

Lybiwch fod J3 yn gymarebol. Yna gallwn ysgrifennu J3 yn y ffurf % lle mae a, b yn gyfanrifau
svdd heb ffactorau cyffredin.

. a=3b%
. mae 3 yn ffactor o a”.
. mae 3 yn ffactor o a, ac felly mae a = 3k, lle mae £ yn gyfanrif. [4]
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(Uned 3 Haf 2019)

1

5

Defnyddiwch brawf drwy wrthddywediad i ddangos bod +/6 yn anghymarebol.

Yr Adran Fathemateg

[°]

X @mathemateg
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(Uned 3 Haf 2018)

1

1

Ar gyfer pob rhif real x felbod 0 < x < g , profwch drwy wrthddywediad fod

sinx + cosx = 1.

Yr Adran Fathemateg

[4]

Youf[® /adolygumathemateg
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(C4 Haf 2007)

10. Cwblhewch y prawf trwy wrthddywediad canlynol i ddangos, os yw n yn gyfanrif positif a
3n + 2n° yn odrif, yna mae n yn odrif.

Mae’n hysbys bod 3n + 2n° yn odrif
Tybiwch fod n yn eilrif ac felly mae n = 2k. [2]
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(C4 Haf 2015)
10. Defnyddiwch brawf trwy wrthddywediad i brofi'r gosodiad canlynol.

Os yw a a b yn odrifau fel bod 4 yn ffactor o a - b,
yna nid yw 4 yn ffactor o a + b.

Mae llinellau cyntaf y prawf wedi'u rhoi isod.

Tybiwch fod 4 yn ffactor o a + b.
Yna, mae cyfanrif ¢ yn bodoli fel bod a + b = 4c. [3]
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(Uned 3 Haf 2022)

117 a) Profwch fod

cos(or— B)+sin(oc+ B) = (cosor+siner)(cos B +sin 3). (2]

cos 360 +sin 56

cosd0+sindo fel cos@+siné.

b) i) Trwy hyn dangoswch ei bod yn bosibl mynegi

cos 36 +sin 5@

; 3z
cos40+sind0 7 cos@+sin6 pan mae 6=-=. [3]

16

ii) Esboniwch pam mae
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7 ot~

10. Cwblhewch y prawf trwy wrthddywediad canlynol i ddangos bod V7 yn anghymarebol

(C4 Haf 2017)

(irrational).
Tybiwch fod J7 yn gymarebol. Yna mae’n bosibl ysgrifennu 7 ar y ffurf % ,
lle mae a, b yn gyfanrifau sydd heb ffactorau cyffredin.
- Mae a° = 7b°.
. Mae gan &’ ffactor 7.
. Mae gan a ffactor 7 fel bod a = 7k, lle mae k yn gyfanrif. [3]
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(C4 Haf 2019)
10. Profwch drwy wrthddywediad y gosodiad canlynol.

Pan mae x ynreal ac x # (),

1
4x+;‘24

Mae dwy linell gyntaf y prawf wedi'u rhoi isod.

Tybiwch (Assume) fod gwerth real o x fel bod

4x+i‘<4.
X

Ynha gan sgwario’r ddwy ochr, mae gennym:

Yr Adran Fathemateg

Youf[® /adolygumathemateg
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