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RHAGYMADRODD

Hwn yw’r olaf o dri llyfr a fydd thyngddynt yn ymdrin &’r than fwyaf o’r dullian
mathemategol sydd eu hangen ar ymgeiswyr ar gyfer cyrsiau Safon Uwch modylol
mewn mathemateg, ni waeth beth fo’r Bwrdd Arholi. Yn benodol, mae’r testun wedi

¢i seilio ar fanyleb P3 Cyd-bwyllgor Addysg Cymru a gyflwynwyd yn 2001.

Mae gan yr awdur flynyddoedd o brofiad fel arholwr ac mae ar hyn o bryd yn Brif
Arholwr ar gyfer modylau P1-P3.
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Hafaliadau Binomaidd ar gyfer Indecsau Cymarebol

Pennod 1

Hafaliadau Binomaidd ar gyfer Indecsau Cymarebol

Cyflwyniad
Yn y bennod hon, mae’r gwaith yn P2 ar ehangiadau binomaidd ar gyfer indecsau
integrol positif yn cael ei estyn 1 ymdrin ag achosion lle mae’r indecs yn rthif

cymarebol.

1.1 Ehangiadau binomaidd ar gyfer indecsau integrol positif:
golwg arall

Gwelsom yn P2 fod

(a+x)" =a" + (’Oa”“x + (g)a”'zxz + (g)a"'3x3

+~--+@x" (1)
neu (1+x)" =1+ (’f)x + (g\)f + (g))f

Hoot Z)x )
lle mae (?) = G—_—n}‘ji—r-' , 3)

"): a(n-D(n-2)-(n-r+1) _

neu’n gywerth, (f 1234 (r=Dr @

Enghraifft 1.1

Darganfyddwch (Z) gan ddefnyddio ffurf (4) uchod.

(7) = 7654 (pedwar ffactor ary top a’r gwaelod)



Hafaliadau Binomaidd ar gyfer Indecsau Cymarebol

Enghraifft 1.2
Ehangwch (a+x)°, gan ddefnyddio’r fformiwlau uchod i ehangu’r cyfernodau.
Yna, o (1) a (4):
3.3
. 6(6-1) 245 + 6(6-1)(6-2)a’x
1.2 1.23
LO0=DO-2)(6-3) 4 4
1.2.3.4
L 66=D(6=2)(6-3)(6-4)
12345
L 56 -D(6-2)(6-3)(6-4)(6-5) s
1.2.3.4.5.6
=a +6asx+—6—é—a4x2 +—6ﬁa3x3
1.2 123
N 6543 , , 65432

ax + ax
1.2.33.4 1.2.3.45
L 654321

X
1.2.3.4.5.6
=a® +6a’ +15a*x* +20a°x> +15a%x* + 6ax® + x°.

(a+x)°®=a° +-f—a5x

Mae’r dull hwn o enrhifo’r cyfernodau yn ymddangos yn llafurus iawn; wedi’r
cyfan, gallem fod wedi eu cael trwy ddefnyddio’r botwm "C, ar gyfrifiannell.
Ond credwn y bydd y dull hir yn ddefnyddiol yn yr adran nesaf.
I grynhoi,
_ 2
(4 %) =14 nx+ 2D
 nn-D(E-2)
123
N n(n—-1(n-2)n-3) o
1234

Nid ydym yn ystyried (a + x)" ar yr adeg hon.

()

1.2 Ehangiadau binomaidd ar gyfer indecsau cymarebol

Gadewch 1 ni ystyried (5) gyda’r indecs n = —1.
(a) Yn yr achos hwn mae ochr dde (5) yn dod yn
1+(-1x LEDE=D .
1.2

L EDEI=DEL=2) 5 (DET=D(1-2)1 =)
1.23 1.2.3.4

+...




Hafaliadau Binomaidd ar gyfer Indecsau Cymarebol

neu, ar 61 symleiddio,

l—x+x> =% +x* +---.

Ymarfer 1.1
Darganfyddwch gyfernodau x° ac x°.

Gan ddefnyddio fformiwla (5) gydag n = -1, r = 5a n=-1,r =06,
darganfyddwn fod cyfernod x* yn ~1 a chyfernod x* ynl.

Nid yw’r gyfres
l—x+x>—x +x* =X +x° +--
byth yn terfynu; y cyfernodau yw 1 (ar gyfer eil-bwerau) a —1 (ar gyfer od-
bwerau).
Mewn gwirionedd, cyfres geometrig anfeidraidd yw’r gyfres gyda’r gymhareb

gyffredin »=—x a’r term cyntaf yn 1y mae el swm yn

1 1
1—(-x) 1+x

cyhyd ag y bo |x[ < 1.

(b)  Nodwn hefyd fod ochr chwith (5) yn dod yn (1+x)™
panfon = -1.
Gan gyfuno (a) a (b), diddwythwn fod
Q+x) " =1-x+x X xt =X+
y canlyniad a ddiddwythir o (5) pan fo n = -1.
Ymddengys fod yr ehangiad binomaidd ar gyfer (1+x)" yn ddilys pan fo
n = -1, cyhyd ag y bo x| < 1. Mewn gwirionedd, mae’r ehangiad
binomaidd ar gyfer (1 + x)" yn ddilys pan yw n yn unrhyw rif cymarebol,
beth bynnag fo gwerth n, cyhyd ag y bo |x| < 1.

Crynodeb

Dylid nodi:

(2) pan fo n yn gyfanrif positif mae helaethiad (1 + x)" yn terfynu (dyma’r
achos a ystyrir yn P2);

(b) pan fo n yn rhif cymarebol (h.y. yny ffurf £, lle mae p a g yn
q
gyfanrifau), ond nid yn gyfanrif positif, mae gan ehangiad (1 + x)' nifer

anfeidraidd o dermau; ac

©) bod yr ehangiad yn ddilys pan fo |x| < 1.
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Enghraifft 1.3

Darganfyddwch bedwar term cyntaf yr echangiadau binomaidd ar gyfer
@  (+x)°

) (+x)°

© (1-x7

d  (1+2x)7

a nodwch ar gyfer pa werthoedd o x y mae’r ehangiadau yn ddilys.

(a) Ar gyfer (1+ x)% » mae’r ehangiad binomaidd yn ddilys os yw [x| < 1.
Os rhoddwn n :_;j yn (5), cawn

iy
¢l +x)% =1 +(—1—jx+—£—2——x2

2 1.2
[l LI
202 2 3
+ xt e
1.2.3

=l+lx—lx2 +—x 4,
2 8 16

ar gyfer [x| < 1.

(b) Ymamae n= ——;— ac mae’r ehangiad yn ddilys eto ar gyfer |x| < 1.

Felly mae (5) yn dod yn

3,15, 35,

© Yma mae n = -2 ond mae gennym 1 —xynlle 1 +x. Ysgrifennwn
n=-2 arhoddwn -x yn lle x yn (5). Cyn ehangu nodwn fod yr ehangiad
yn ddilys ar gyfer [-x| <1, h.y. ar gyfer |x| < 1.

Felly mae (1-x)7 =1+ (-2)(-x) + (;ig—;_:ﬂ(_x)z
+ (=2)(-2-1)(-2-2)
1.2.3
=14+2x+3x +4x> +---

(=x)°---
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(d) Ymamaen= —% a thoddwn 2x yn lle x yn yr ehangiad (5).

Mae’r ehangiad yn ddilys ar gyfer [2x| <1, h.y. ar gyfer x| <—;—.

=1—x+§x2—-5—x3+---
2 2

Dylid nodi bod (5) yn ymwneud ag (1+x)" ac nid (a +x) (a=l). I

changu (a+ x)" ysgrifennwn (a+x)" fel a"(l+£) yn gyntaf ac yna
a

defnyddiwn (5), gan newid x am z
a

Enghraifft 1.4
Darganfyddwch ehangiad (2+x)~ cyn belled 8 term yn x*. Nodwch yr

amrediad o x y mae’r ehangiad yn ddilys ar ei gyfer.

-3
Nawr mae (2+x)~ =27 (l + 362—)

zz[ldr(ﬂg)zc_g;zz(—_}_—a(zj L (HE3-DE32) (_) }
8 2 1.2 2 1.2.3 2

1 3x 3x* 5x°
=T+
8 16 16 32

-3
Mae’r ehangiad yn ddilys pan yw ehangiad [H—gj yn ddilys, h.y. pan yw

—;—<1 neu pan yw |x| <2.

Weithiau mae’n bosibl mynegi ffwythiant cyfansawdd trwy fynegi’'r ffwythiant
yn gyntaf yn nhermau ffwythiannau haws eu trin. Yny fath achosion, rhaid bod
yn ofalus wrth fynegi amrediad dilysrwydd yr ehangiad or ffwythiant

cyfansawdd.
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Enghraifft 1.5
+2x

Ehangwch fel cyfres o bwerau esgynnol o x hyd at, ac yn cynnwys, y

term yn x°. Nodwch amrediad dilysrwydd yr changiad.

Nawr mae = 2x) (1-x)7.
X

Nawr mae 1+ 2x)% =1+ (%j

=l+x——++
e
ac mae 1-x)7 =1+4] - = |(—x) + —x)% -
1-x) ( 2)( x) 3 (=x)
x 3x°
=l+—+—q
Felly mae 11+ 2x =(1+ 2x)% 1- x)"%
— X

Yr amrediad dilysrwydd ar gyfer (1+ 2x)% YW

1
12x] <1 neu [x] < 5

Yr amrediad dilysrwydd ar gyfer (1 - x) & yW

x| <1.

Yna rhaid i’r amrediad dilysrwydd ar gyfer 1/1—112—)6 fodloni’r ddau ofyniad

uchod ac felly mae’r amrediad yn [x;<—;- .
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Enghraifft 1.6

1

Ysgrifennwch ehangiad (l + %j fel cyfres o bwerau esgynnol o x hyd at, ac yn

cynnwys, y term yn 2. Nodwch amrediad dilysrwydd yr ehangiad.
Defnyddiwch yr ehangiad i ddangos bod

7351
228"
5
% - 2
Nawr [l+f—> = +[l)(£]+ 3N3 (x) +
308 1.2 8
2
X X
T 1
24 576 M

0s YW

% <1, hy. |x <8.

Nawr gadewch i ni ysgrifennu x = ~1 yn (1), gan nodi bod y gwerth hwn o x o

fewn yr amrediad dilysrwydd ar gyfer yr changiad. Yna mae

7 gt 35 g, 351551

fel bod =2 — = —,
576 576 288

Ymarferion 1.2

Darganfyddwch y pedwar term cyntaf yn ehangiad binomaidd pob un o’r

canlynol, a nodwch yr amrediad o werthoedd x y mae pob un yn ddilys ar ei
gyfer.

@  (1-4x)° ® (+207°  © 1

1-3x
@ G+ © @+n° B ©0-40"

Darganfyddwch ehangiadau’s canlynol, hyd at y term yn x°, a nodwch yr

amrediad o werthoedd x y mae pob un yn ddilys ar ei gyfer.

o oo AL e

1

@ (1-x)(1-2x)



Hafaliadau Binomaidd ar gyfer Indecsau Cymarebol

1

Darganfyddwch y pedwar term cyntaf yn ehangiad (xz + sz mewn pwerau
X

disgynnol o x.

Ehangwch 1/ 11+ 3x fel cyfres o bwerau esgynnol o x hyd at, ac yn cynnwys, y
- X

term yn x°. Trwy amnewid x = % yn yr ehangiad, darganfyddwch frasamcan

ar gyfer V13, gan roi eich ateb yn gywir i ddau le degol.

1-2x
Ehangwch mewn pwerau esgynnol o x cyn belled &’r term yn x*. Mae
v1+2x
gan yr hafaliad
1-2x 29x

=1-

Vie2x 10
wreiddyn bach positif (ymhlith eraill). Defnyddiwch eich changiad i
ddarganfod gwerth bras ar gyfer y gwreiddyn.

Pan ehangir (l + ax)" mewn pwerau esgynnol o x, tri therm cyntaf yr ehangiad

yw 1-2x+ 7x*. Darganfyddwch werthoedd a ac n.

Darganfyddwch ehangiad binomaidd addas i ddarganfod +/0.99 yn gywir i
bedwar lle degol.

1

Ysgrifennwch ehangiad (l +§) fel cyfres o bwerau esgynnol o x hyd at, ac yn

cynnwys, y term yn x>. Nodwch yr amrediad o werthoedd x y mae’r ehangiad
yn ddilys ar ei gyfer.
Defnyddiwch eich ehangiad i ddangos bod

611
N

216
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Pennod 2

Cyflwyniad i
Ffwythiannau Cymarebol,
Ffracsiynau Rhannol

Yn y bennod hon byddwn yn ystyried ffwythiannau y mae eu henwaduron a’u

rhifiaduron yn bolynomialau. Mewn rhai achosion, gallwn fynegi’r fath ffwythiannau

mewn ffordd symlach.

2.1

Ffwythiannau cymarebol
Mae ffwythiant cymarebol x yn ffwythiant yn'y ffurf g, lle mae P(x) a Q(x) yn

bolynomialau yn x.

Enghraifft 2.1

Mae
(@) 22x+5 b 2x3;3x2+x+2 © 7)c7—;xs+1
3x" +2x+1 x"+2x+5 x'+x"+4x+35
yn ffwythiannau cymarebol, ond nid yw
(d) sinx+x+3 . x+2x7 —x+4
4x* +2x+1 e +3x+2
yn ffwythiannau cymarebol.

Mae gwahaniaeth pwysig thwng y ffwythiannau cymarebol (a), (b) ac (c) yn
Enghraifft 2.1.

Yn (a) mae gradd y rhifiadur (1) yn 1lai na gradd yr enwadur (2).

Yn (b) mae gradd y rhifiadur (3) yn fwy na gradd yr enwadur (2).

Yn (c) mae graddau’r rhifiadur a’r enwadur yn gyfartal (7).

Yn y bennod hon byddwn yn ymdrin yn bennaf 4 ffwythiannau cymarebol o
fath (a), lle mae gradd y rhifiadur yn 1lai na gradd yr enwadur. Gall problemau’n
ymwneud & ffwythiannau cymarebol o fathau (b) ac (c) bob amser gael eu
trawsnewid yn broblemau'n ymwneud a ffwythiannau cymarebol o fath (a),

trwy rannu.
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Enghraifft 2.2

X +3x%+2x-5

Ar gyfer , mae gradd y rhifiadur yn fwy na gradd yr enwadur.

x? —4x+3
Rhannwn hyn fel a ganlyn.
x+7

x? —4x+3>x3 +3x2+2x-5

x° —4x% +3x
Tx* —x-5
7x* —28x+21
27x-26

Terfynwn y rhaniad pan fo gradd y gweddill (1) yn llai na gradd yr enwadur (2).

X +3x%2+2x-5 27x-26
=x+7+

Yna mae 5 .
x“—4x+3 x°—4x+3

Mae’r ffwythiant cymarebol ar yr ochr dde bellach o fath (a). Dywedir bod
ffwythiannau cymarebol o fath (a) yn ffracsiynau bondrwm. Dywedir bod
mathau eraill o ffwythiannau cymarebol yn ffracsiynau pendrwm.

Yn Enghraifft 2.2 mynegwyd ffracsiwn pendrwm fel polynomial ynghyd a
ffracsiwn bondrwm. Rhoddwn sylw i’r broses hon yn yr ymarferion sy’n dilyn.

Ymarferion 2.1

Mynegwch, trwy rannu, bob un o’r ffracsiynau pendrwm canlynol fel
polynomial (neu gysonyn) a ffracsiwn bondrwm.

2% =3x* +x+2 x*=3x* +2x+1
(a) ; (b) T A
x°+2x+1 x +3x°+2
3 2 4_ 3 2__
© 2x" -3x"+x+1 () 12x" —4x” +12x° -7

X +xt-x=-2 45 —3x+2

Yn yr adran nesaf dangoswn y gall ffracsiynau pendrwm weithiau gael eu
mynegi’n symlach yn nhermau ffracsiynau eraill.

Ffracsiynau rhannol
Gadewch 1 ni ddechrau ein hymdriniaeth o ffracsiynau rhannol trwy ystyried sut
1 gyfuno ffracsiynau sy’n cynnwys enwaduron polynomial.

10
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Enghraifft 2.3

+
x+2 2x-5

Mynegwch fel un ffracsiwn.

Adiwn vy ffracsiynau yn yr un ffordd ag yr adiwn ffracsiynau rhif.
3 N 4 _ 32x-5)+4(x+2)
x+2 2x-5 (x+2)(2x-=5)
_ 6x—15+4x+8 _ 10x—7
T x+2)(2x-5)  (x+2)(2x-5)

Cofiwch gyda llaw nad oes angen lluosi’r ffactorau isaf oni ofynnir i chi wneud
hyn.

Gall fod yn ddefnyddiol ysgrifennu ffracsiwn bondrwm cymhleth yn nhermau
ffracsiynau symlach neu ffracsiynau rhannol. Felly, yn yr achos uchod,

ysgrifennwn
10x-7 3 N 4

(x+2)(2x-5) x+2 2x-5
Mae’r arwydd = yn dynodi bod y berthynas yn unfathiant sy’n wir ar gyfer holl
werthoedd x.

Enghraifft 2.4

Ysgrifennwch ——2—2-)2—}—— yn nhermau ffracsiynau rhannol.

x“-x—-6

Nodwch yn gyntaf fod modd ffactorio’r enwadur x2—x—-6 iroi (x+2)(x—3).

2x+1 A B
= + ,
x2 —x-—6 x+2 x-3
lle mae gwerth y cysonion 4 a B i’w darganfod .

Fe ddaw’n
glir pam y dewiswyd y
ffracsiynau hyn.

Gadewch 1 ni ysgrifennu

Yn gyntaf, cawn wared &’r ffracsiynau drwy luosi popeth yn (1) ag 2—-x-6
neu (x +2)(x — 3).

Felly mae 2x+1 = A(x —3)+B(x +2). (2)
Dyma unfathiant sy’n wir ar gyfer holl werthoedd x.

Nodwch fod

A
x+2

A ™
x+2

mynd yn

(x +2)(x—3)acyn

Dewch i ni amnewid gwerthoedd arbennig ar gyfer x yr un modd gyda ;—15—3-.
er mwyn darganfod gwerthoedd ar gyfer 4 a B.
Pa werthoedd a ddefnyddiwn am x?

Gadewch i ni roi cynnig ar x = -2 ac x = 3 yn hafaliad (2).

x==2

Fellymae (2)yn 2(-2)+1= A(-2-3)+ B(-2-+12). Wrth ddewis x = -2,

-3 = -54 mae’n diddymu B ac felly yn
3 ein galluogi i ddarganfod

ac A= 3 gwerth 4.

11
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x=3
Fellymae 2)yn 2(3)+1

7

Il

AB-3)+B(3+2)
5B &lbodB=:%.

Il

Yna mae amnewid am 4 a B yn (1) yn rhoi
2x+1 3 7

= + :
x?-x—6  S5(x+2) 5(x-3)

Yn enghraifft 2.4, roedd y ffactorau x + 2, x — 3 yn bolynomialau llinol, h.y.
gradd x gan y naill a’r llall. Yn hafaliad (1) roedd gradd y cysonion 4 a B un
radd yn llai na’r enwadur. Mae hyn yn amlygu rheol gyffredinol am ffracsiynau
rhannol: mewn ffracsiynau rhannol mae gradd y rhifiadur (y top) un yn llai na
gradd yr enwadur (y gwaelod).

Mae ffordd gyflymach o gyfrifo’r cysonion 4 a B yn Enghraifft 2.4, lle roedd yr
enwadur yn lluoswm ffactorau llinol. Gelwir y dull byrrach yn ‘rheol

orchuddio’.

Dychwelwn at Enghraifft 2.4

2x+1 _A+B
(x+2)(x—3) x+2 x-3°

O wybod bod

Gallwn ddarganfod A a B fel a ganlyn.
I ddarganfod A, sy’n ymwneud &’r ffactor (x + 2) yn yr enwadur:

2x+1
(x+2)(x-3)

(b) Amnewidiwn werth x a roddir gan x + 2 =0, h.y. x = -2, yn yr hyn sy’n

aros heb ei orchuddio, h.y. yn (2x +31) . Y canlyniad yw gwerth A.

(a) Gorchuddiwn y ffactor (x + 2) yn y ffracsiwn gwreiddiol

X —
Felly mae 4= 22 +1 = 4+l :__?1:3’ fel o’r blaen.
-2-3 -5 5 5

Yn yr un modd, i ddarganfod B gorchuddiwn x — 3 ac amnewidiwn x =3

(0o x =3 =0) yn yr hyn sy’n aros heb ei orchuddio.

Felly mae B = 20)+1 = Z, fel o’r blaen.
3+2) 5

Ymarfer 2.2
Defnyddiwch (a) y dull yn Enghraifft 2.4,
(b) y rtheol orchuddio

1 ddarganfod cysonion 4 a B yn y canlynol:
5—8x A B

= + :
2x+D(2x+3) 2x+1 2x+3

12




Cyflwyniad i Ffwythiannau Cymarebol, Ffracsiynau Rhannol

D.S. Ni ddefnyddir y rheol orchuddio ac eithrio pan fo ffactorau llinol yn yr

enwadur, gydag yr un ohonynt yn cael ei ailadrodd.

Dangosir yn yr enghraifft nesaf y drefn i’w dilyn pan ailadroddir ffactor llinol.

Enghraifft 2.5

3x? +4x+1

Mynegwch —————————
YHeE (x—2)(x+2)

yn nhermau ffracsiynau rhannol.

Nodwn fod (x—2)* yn ffactor llinol a ailadroddir a dyrannwn ddau gysonyn i’r

ffactor hwnnw fel a ganlyn:

3x° +4x+1 A B C ,
5 = + =+ ) Mae = yn dynodi
(x—2)"(x+2) x-2 (x-2) x+2 Unfathiant.

Yn gyffredinol, mae nifer y cysonion i’'w darganfod yn hafal i radd y rhifiadur
gwreiddiol. Yma mae gan(x — 2)*(x +2)radd 3 felly mae angen 3 chysonyn

arnom.

Cewch wared &’r ffracsiynau drwy luosi ag (x — 2)2(x +2). Peidiwch ag ehangu’r
termau yn y cromfachau.

32 44x+1 = A(x-2)(x+2)+Bx+2) + Clx - 2)2. (2)

Ceir rhai dewisiadau amlwg ar gyfer x.

x==2 (diddymud aB)
. 3(=2)2 +4(-2) + 1= A0) + B(0) + C(-2-2)?

12-8+1 = C(-4)2 = 16C
c =2
16

x =2 (diddymu 4 ac C)
322 +4(2)+ 1
B =

I

A(0) + B(2 + 2) + C(0).
21
z—.

Nid oes dewis hwylus arall o werth rhifiadol ar gyfer x. Gallwn ddewis x =0

neu gallwn wneud y cyfernodau ar yr ochr chwith a’r dde yn hafal.

13



Cyflwyniad i Ffwythiannau Cymarebol, Ffracsiynau Rhannol

x=0 vyn (2)
3(0)2+4(0) + 1 = A(-2)(2) + B(2) + C(-2)2
1 = ~-44+2B+4C
felly mae 44 = 2B+4C-1
= 2(21/4) + 4 (5/16) - 1

_B+5-4 43
4 4
A=,
16
3x2 +4x+1 43

Felly mae =

Hafalu gwerthoedd x* vi (2)

Ochr chwith
3x2 = Ax2 + Cx2.
A =3-C
5 M@
T 16 160

Mae’n well gennym ni’r dull hwn ond,
wrth gwrs, dylech ddewis y dull sydd
fwyaf cyfforddus i chi.

21 5

(-2 (x+2)  16(:-2) a(x-2)F 16(x+2)

Er hwylustod, crynhoir y gwahanol ffyrdd o ddadelfennu ffracsiynau rhannol

yma.
Ffurf v ffracsivnau rhannol
mx +n _ A N B
(ax+b)(cx+d)  ax+b cx+d
ke +mx+n __4 B C
(ax+b)(cx +d)? ax+b cx+d  (ex+d)>

Defnyddir ffracsiynau rhannol weithiau wrth integru ffwythiannau cymarebol,

fel y dangosir ym Mhennod 8. Ond nesaf byddwn yn ystyried y defnydd o

ffracsiynau rhannol mewn sefyllfaoedd eraill.

Enghraifft 2.6
2
(a) Mynegwch w yn nhermau ffracsiynau rhannol.
(x=D(x+2)
5x° +13x+9

b) Owybodbody = ————_,
) Y ' (x-D(x+2)*

5x7 +13x+9 _ 4 B

darganfyddwch werth —?— pan fo x = 2.

X

C

(a) Gadewchi

= + +
(x=-D(x+2)> x-1 x+2

(x+2)*

Cewch wared a’r ffracsiynau drwy luosi ag (x —1)(x +2)*.

SS5xPH13x+9= A(x+2)2 + B(x - D(x+2)+ C(x—1).

Boedix=1 .. 5+13+9=A(1+2)*+ B(0)+ C(0).

n27=94.
nA=3.

14




Cyflwyniad i Ffwythiannau Cymarebol, Ffracsiynau Rhannol

Boedix==2 5(-2)% +13(=2)+9 = A(0)+ B(0) + C(-2-1)

~3=-3C
fel bod C=-1.
Hafalwch gyfernodau x*
5=4+B Gallwch
’ ysgrifennu
ganfod 4=3,B=2. x=0.
Sx*>+13x+9 _ 3 2 1

T -D(xt2)° GoD (12 (2

(b) 1ddarganfod % ., differwn y ffracsiwn thannol sy’n cynrychioli y.

Fellymae—q)—/=-— 3 - 2 —+ 2 5
dx (x-1)7 (x+2)° (x+2)

3 2 N 2
2-1)° (2+2° (2+2)
=3 .E_ + _g.._
16 64
2
32
Enghraifft 2.7
(a) Mynegwch ~(T-—52——t)—4(—1x————) yn nhermau ffracsiynau rhannol.
+2x)(1-x
4
(b) Ehangwch _ ordx mewn pwerau esgynnol o x

(1+2x)(1-x)

cyn belled &’ term yn x’.

S+4x 4 N B
1+20)(1-x) 1+2x l-x
Drwy ddilyn y rheol orchuddio,

A= 5+4(-1) 3

T-(h 2
Yn yr un modd,

_5+40 9 g

1+2(1) 3

(a) Boedi

L S+dx 2 3
C+2x)(-x) 1+2x l-x

15




Cyflwyniad i Ffwythiannau Cymarebol, Ffracsiynau Rhannol

5+4x

2 3

Nawr mae

(b)

(+200-x)

+
1+2x 1—-x

=2(1+2x)" +31-x)"
=2(1-2x+4x* —8x> +--)

+31+x+x"+x0 +-00)

=243+ x(—4+3)

+x°(8+3)+x* (16 +3) +---

=5—x+11x" =13x" +---

Ymarferion 2.3

Mynegwch y canlynol ar ffurf ffracsiynau rhannol:

L
(iif) if:i

© e
(vii) 5x* +6x+7

(x —D(x+2)?

Darganfyddwch a, b, ¢ lle mae
3x% +2x+1 B

=q+
(x=1)(x+2)

.. x+7
o (x+3)(x+95)
(iv) 3x-1
(x+2)(2x-1)
. 1
1) (1-2x)(1-3x)
3x+1
(viil) 1)
bx+c
(x-D(x+2)

a mynegwch y ffracsiwn ar y dde yn nhermau ffracsiynau rhannol.

2
Mynegwch i)—c-——tz—)%l
x(3x-1)
2
Trwy hyn differweh 2~ 2*1
x(3x-1)
4x* -2x+2

Ysgrifennwch —————— fe
(x+2)(x-3)

a+——
(x+2)(x-3)

yn nhermau ffracsiynau rhannol.

bxte , gan roi gwerthoedd a, b ac c.

Mynegwch y ffracsiwn olaf yn nhermau ffracsiynau rhannol.

Drwy hyn, neu fel arall, differwch

4x% =2x+2

(x+2)(x-3)

16




Cyflwyniad i Ffwythiannau Cymarebol, Ffracsiynau Rhannol

(a) Ehangwch - yn nhermau ffracsiynau rhannol.
1+2x)(3-x)

(b) Ehangwch _ fel cyfres o bwerau esgynnol o x cyn belled &’
(1+2x)3~-x)

term yn x*, gan roi’r amrediad o werthoedd x y mae’r ehangiad yn ddilys ar

ei gyfer.

+x*

24X
2-x)"(4+x)

y ffwythiant mewn cyfres o bwerau esgynnol o x cyn belled &’r term yn x. Ar

Mynegwch yn nhermau ffracsiynau rhannol. Drwy hyn, ehangwch

gyfer pa amrediad o werthoedd x y mae’r changiad yn ddilys?

17



Trigonometreg I: Rhagor o Ffwythiannau ac Unfathiannau

Pennod 3

Trigonometreg I:
Rhagor o Ffwythiannau ac
Unfathiannau

Buom yn ystyried y ffwythiannau trigonometrig sin, cos a tan a’r unfathiant
sin’® + cos’® =1 yn P1. Yny bennod hon byddwn yn edrych ar:

(a) y ffwythiannau trigonometrig cilyddol: cosec, sec a cot (cosecant, secant,

cotangiad);
(b) dau unfathiant arall;

(c) rhai ffwythiannau trigonometrig gwrthdro.

3.1 Y ffwythiannau trigonometrig cilyddol

Er bod y rhan fwyaf o’r waith mewn trigonometreg yn ymwneud 4 sin, cos a
tan, mae’n ddefnyddiol gwybod am cosec, sec a cot, a’u priodweddau.
Diffiniwn y ffwythiannau cilyddol fel a ganlyn

1
cosecO = e

Sylwer

sin 6 mai cilydd cos,
ac nid sin, yw
sec e — , cosec.
cos@
1 cos@
a coth = =
tan® sin0

18




Trigonometreg I: Rhagor o Ffwythiannau ac Unfathiannau

Mae’n hawdd cynhyrchu graffiau’r cilyddion ar 61 ystyried y graffiau ar gyfer

sin, cos a tan.

y =sin 0 ac y = cosec 6

Sin 6

Cosec 0

Sylwer bod sin 8 = 0 pan yw 0 = k=, lle mae k yn gyfanrif. Pan fo gan 6 y
gwerthoedd hyn, mae cosec 8 heb ei ddiffinio ac mae cosec 6 — +o neu —©
wrth i 6 — kn.

Mae gwahaniaeth pwysig arall rhwng sin a cosec yn ymwneud &u
hamrediadau: amrediad sin yw [-1, 1]; mewn gwrthgyferbyniad, amrediad
cosec yw (—o0, —1] U [1, ), h.y. ni all fod gan cosec werthoedd yn yr amrediad

(_17 1)
Mae sin a cosec yn gyfnodol gyda chyfnod o 2.

19




Trigonometreg I: Rhagor o Ffwythiannau ac Unfathiannau

y =cosB ac y=secH

Sec 6

Gellir cael y graff ar gyfer y = sec 8 o’r graff ar gyfer y = cosec 6 uchod drwy
drawsfudiad —723 yn y cyfeiriad 6 negatif.

Felly mae nodweddion graffiau y = cosec 6 ac y = sec 6 yn debyg iawn heblaw

am fanylion yn ymwneud 4’u safleoedd ar yr echelin 6.

Felly, mae sec 6 heb ei ddiffinio yn 6 = (24 + 1)% 1le mae & yn gyfanrif;

ac mae sec 6 — +ooneu —o wrthi 6 — (2k+1)§.

20




Trigonometreg I: Rhagor o Ffwythiannau ac Unfathiannau

Fel yn achos cosec, amrediad sec yw (-0, —1] U [1, @) ac felly ni all fod gan
sec werthoedd yn yr amrediad (-1, 1). Hefyd, mae sec yn gyfnodol gyda
chyfnod o 2.

y=tan® ac y=cot0

1 | ! tan® ! | ! !
| | | ! | ! : !
| | ! | | | | |
| ! ! ! ! ! ! |
| | ! g ! ! !
! | -3 Y .2 !
i i i i 0
! ! ! ! | 1 x |
| | | | | ! ! !
| r | ! | | ! |
n ! ! ! 1 ! | |
| ! ! | ! ! ! |
| | | | | | | |
cot 0
! ! !
! | !
| ! !
| ! l
! | |35
' 2 12 .0

— e — — — — — —_— o —— — —

Gellir gweld o’r graffiau fod tan yn doredig yn 0= (2k+1)§, lle mae £ yn

gyfanrif, ond bod cot yn doredig yn 6 = kn. Amrediad cot yw (-0, ).

Mae’r ffwythiant cot yn gyfnodol, yr un fath & cosec a sec, ond yn wahanol i’
ffwythiannau hyn mae’r cyfnod yn 7.
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3.2

Trigonometreg I: Rhagor o Ffwythiannau ac Unfathiannau

Fel y soniwyd yn gynharach, defnyddir y ffwythiannau sin, cos, tan amlaf mewn
problemau oherwydd, er enghraifft, gall unrhyw broblem yn ymwneud & cosec

A

gael ei thrawsnewid yn broblem yn ymwneud & sin O drwy ysgrifennu

cosec O =

5 Serch hynny, mae’r ffwythiannau cilyddol yn bwysig, yn
sin

bennaf gan eu bod yn digwydd mewn dau unfathiant trigonometrig.

Dau unfathiant trigonometrig arall

Yn P1 dangoswyd bod sin® 6 + cos® & = 1 ar gyfer unthyw ongl 6. Gan

ddechrau a’r unfathiant hwn, gallwn ddeillio dau unfathiant pellach.
Drwy rannu sin> 6 + cos” 6 = 1 4 cos’ 0, mae gennym

sin’® cos’ 6O 1

c0s’0 cos’0 cos’B’
(sinejz ( 1 jz
+1=
cos0 cosB

tan’0+1=sec’ 0.

neu

Yn yr un modd, drwy rannu sin® 6 + cos’ 8 = 1 4 sin’ 6, cawn

sin®  cos’ O 1

sin’®  sin’0 sin’O
(COS@JZ ( 1 jz
S| — =|—
sin@ sin o

neu 1+ cot’ 8 =cosec’8.

Enghraifft 3.1
Darganfyddwch holl werthoedd 8 rhwng 0° a 360° sy’n bodloni
sec’ 0 = tan 0 + 3.

Nawr mae sec’0=1+tan’ O,
fel y dangoswyd uchod.

Felly mae 1 +tan’0 =tan 0 + 3
neu mae tan’0 —tan6 -2 =0

(tan 6 — 2) (tan O + 1) = 0.
S tan 6 = 2 neu —1.
Felly mae 0 =63.4°,243.4°, 135°, 315°.

22




Trigonometreg I: Rhagor o Ffwythiannau ac Unfathiannau

Enghraifft 3.2

Darganfyddwch holl werthoedd 8 rhwng 0° a 360° sy’n bodloni
2 cot® © —4 = cosec 6.

Nawr mae 1 + cot? 8 = cosec’ 6
fel bod 2(cosec’ © — 1) —4 = cosec 0.
2 cosec’ O — cosec 6 — 6 =0.
(2 cosec 0 + 3) (cosec 0 ~2) =0

Felly mae cosec 0 = —% neu 2. 1)

Mae’n haws gweithio yn nhermau sin 6.

Gan fod cosec 6 = ——, mae gennym o (1), sin6 = _2 neu l
sin 3 2

6=221.8°, 318.2°, 30°, 150°.
Enghraifft 3.3

Darganfyddwch | tan®xdx.

~

Nawr o P2, mae | sec’xdx =tanx+ C, fel y gellir gwirio drwy ddifferu.

%

Nawr gan fod 1 + tan’x = sec’x,

6 oedd ein hongl
o’r blaen, ond mae’r
canlyniad yn wir am
unrhyw ongl.

tan’xdx = | (sec’ x —Ddx

=tanx-x+C.

Ymarferion 3.1

Efallai y bydd angen defnyddio’r theorem ffactor mewn rhai o’r cwestiynau

1sod.

Darganfyddwch holl werthoedd x rhwng 0° a 180° yn'y canlynol:
(a) sec’x+1=3tanx (b)  cot'x—1=cosecx

()  tan’x+4=sec’x+ 3 tanx.

Darganfyddwch holl werthoedd 6 rhwng 0° 2 360° yny canlynol:
4+ tan’ 0 = sec 0 (7 — sec O).

23



Trigonometreg I: Rhagor o Ffwythiannau ac Unfathiannau

Darganfyddwch holl werthoedd 6 rhwng 0° a 360° sy’n bodloni
(a) tan6 +2 cotB =3

() 45in 6 + cosec B =4

(¢)  4cot’®+39 =24 cosec 6.

Darganfyddwch werthoedd 0 rhwng 0° a 180° sy’n bodloni
11 + tan® 20 = 7sec 20.

Darganfyddwch holl werthoedd 8 rhwng 0° a 360° sy’n bodloni
2tan’0 =sec’ 0 + 13 tan O + 5.

Dangoswch fod

1+sinx cosx
+ =2secx.

cOSX 1+sinx

Darganfyddwch holl werthoedd x rhwng 0° a 360° sy’n bodloni
l+sinx  cosx 4

=
cosx l+sinx .3

Integrwch tan® 2x mewn perthynas ag x.

COoS x

O wybod bod cot x = , dangoswch fod

S x

i(cot x) = —cosec’x.
dx

Darganfyddwch (a) cosec’ 2xdx

(b) | cot?2xdx

Differwch cosec x = mewn perthynas ag x, gan fynegi eich ateb yn

sin x

nhermau cosec x a cot x.

(a) Differwch sec x mewn perthynas ag x, gan roi eich ateb yn

nhermau sec x a tanx.

(b) Dangoswch fod a(j—c[ln(sec x+tanx)] =secx.
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3.3

Trigonometreg I: Rhagor o Ffwythiannau ac Unfathiannau

Ffwythiannau trigonometrig gwrthdro

Edrychwyd yn gyffredinol ar ffwythiannau gwrthdro yn P2. Gwelwyd bod yn
rhaid i ffwythiant fod yn un-i-un er mwyn i unrhyw ffwythiant penodol fod a
gwrthdro. Mae’r gofyniad un-i-un hwn yn golygu bod angen addasu’r
ffwythiannau sin, cos a tan fel rheol er mwyn darganfod ffwythiannau gwrthdro.

sin—1 x

Mae graff y = sin x ar gyfer x € (-0, ) fel a ddangosir isod gydag x wedi ei
fesur mewn radianau.

Mae’n amlwg o’r graff nad yw’r ffwythiant sin f(x) = sin x

e.e. 0S yW
sinx =%
x=Y% yna mae

7 Sz .
x=—,—,acati
6 6

yn un-i-un. Mewn geiriau eraill, nid oes un gwerth
arbennig am x sy’n cyfateb 1 werth a roddir am sin x.

Felly nid oes gan f(x) = sin x wrthdro.
Rydym yn cyfyngu’r parth i —%, g ac yn ystyried

. T 7
f¥(x) = sinx argyferxe |——,—1.
22
Cawn y graff canlynol ar gyfer y = £*(x).
Sylwer ein bod yn
Y. defnyddio mesurau
1+ : radian yn y drafodaeth
: hon ac nid graddau.
I
I
{ > X
E3
2
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Trigonometreg I: Rhagor o Ffwythiannau ac Unfathiannau

Mae’n hawdd gweld bod f* yn un-i-un ac felly mae ganddo wrthdro. Rydym yn
diffinio gwrthdro

f*(x) =sin x x € {—E,E
22
fel Pr=1(x)=sin"1 x x e [-1,1].

Dyma graff y =sin 1 x.

re4

4
2 (y=sin"lx) Ceir y graff hwn
trwy adlewyrchu

| ! > X y=sinx,x e —Z,Z}
-1 0 1 22

yn y llinell y =x

i

2

Sylwer gyda llaw fod sin~! x yn ffwythiant cynyddol dros ei barth (’%%)

sy’n golygu os yw

=gsin—!
y=sm - x, Mae’r graff yn
bodd—y >0 dringo i’r dde.
dx

coslx

Dyma graff y = cos x ar gyfer x € (—oo, ).

Fel yn achos sin x, nid yw’r ffwythiant f(x) = cos x yn un-i-un, ond gellir llunio
ffwythiant un-i-un drwy gyfyngu’r parth. Felly fe ddiffiniwn
f*(x) = cosx ar gyfer x € [0, m],
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Trigonometreg I: Rhagor o Ffwythiannau ac Unfathiannau

a dangosir ei graff isod.

Mae gan £* ffwythiant gwrthdro sef f*~1(x) = cos™! x fel y dangosir isod.

Ay

]

o= cos™! X)

Sylwer gyda llaw fod cos~! x yn ffwythiant sy’n lleihau dros ei barth (0, n).
Mae hyn yn golygu os yw

y=cos ! x,

g Mae’r graff yn
bod <X < 0.
dx

disgyn i’r dde

tan—1 x

Dangosir graff y = tan x ar gyfer x € (- o, ©) isod.
Y‘L

1 |
{ i
| |
1 |
i i
| |
1 |
i i
| I
| |
i |
|

w
a

—3m Ln —12!

0 T
2

|
i
|
I
1
|
|
i
1
I
I
1
t
I
1
|
I
|
1
|
|
|
1
I

I
1
|
I
|
|
I
1
|
1
1
{
|

|
|
i
1
|
|
|
1
i
i
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Trigonometreg 1. Rhagor o Ffwythiannau ac Unfathiannau

Fel ag o’r blaen, nid yw’r ffwythiant f(x) = tan x yn un-i-un, ond gellir llunio

ffwythiant un-i-un drwy gyfyngu’r parth. Felly fe ddiffiniwn

f*(x) = tanx ar gyfer x {—g,g}
a dangosir e1 graff isod.

Y A :
|
|
|
|
|
|
|
|

o > X
2|

|
|
1
|
1
|
|
1
|
I
i
- T
2 0
i
i
i
H
|
|
|
|
|
I

Mae gan y ffwythiant * wrthdro, sef
fl(x)= tan~1x

Dangosir graff y = tan~! x isod.

x € (-0, ),

Byddwch vn ofalus!

Peidiwch 4 chymysgu sin~! x gydag

28

sin x

Yn gyffredinol,
gwahaniaethwch rhwng

£ (x) ac 1
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Trigonometreg I: Rhagor o Ffwythiannau ac Unfathiannau

Enghraifft 3.4
Darganfyddwch sin~1(0.6148) ac

sin(0.6148)

Pwyswch y botwm
gwrthdro neu
‘gyfnewid’, yna’r
botwm sin.

Sicrhewch fod eich cyfrifiannell yn y modd radian.
Ynamae sin~1(0.6148) = 0.6621,
yn gywir i bedwar lle degol, sy’n gywerth &

sin (0.6621) =~ 0.6148

1
Hefyd mag ———— = 1.7337, yn ir i bedwar lle degol.
Y sin(0.6148) yREYW g

Ymarferion 3.2

Nid oes angen
cyfrifiannell ar gyfer

2. Dangoswch fod 2 cos™! [z =
2 3 Cwestiynau 2,3 a 4.

1 1 T
3. Dangoswch fod sin—l(—-} + cos‘l[-——] = 2.
V2 $2) 2

4.  Dangoswch fod sin*l[—?] +sin~1(1) = —5873

5.  Dangoswch fod 2 tan~! (%) = tan™ (giJ .

Byddwn yn edrych ar {ffwythiannau trigonometrig eto ym Mhennod 5, gan ddangos yn
benodol sut y cant eu differu.
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Pennod 4

Trigonometreg II:
Onglau Cyfansawdd ac Onglau Dwbl

Yn y bennod hon edrychwn ar unfathiannau’n ymwneud & sin (4 + B), cos (4 + B) a
tan (4 + B), ac ar ffurfiau arbennig yr unfathiannau hyn pan fo 4 = B = x (dyweder).

4.4 Onglau cyfansawdd

O wybod gwerthoedd 4 a B gellir darganfod gwerthoedd sin 4, cos 4, sin B,
cos B a’r ffwythiannau trigonometrig eraill trwy ddefnyddio cyfrifiannell addas.
Sut mae gwerth sin (4 + B), er enghraifft, yn dibynnu ar sin 4, cos 4, sin B,
cos B? Mae’r adran hon yn ymwneud ag astudio’r dibyniad hwn.

Y fformiwla adio

Rydym am ddarganfod fformiwlau ar gyfer Peidiwch 4 chymryd

. yn ganiataol fod
cos(4+B)asin(4+B),llemae4aB Sin (4+B) = sin 4 +sin B. X

yn onglau llym.

Ni fydd gofyn
i chi gynhyrchu
hwn mewn
arholiad.

Gadewch i ni ystyried y diagram a ddangosir lle mae trionglau POQ, QOR yn

drionglau ongl sgwar. Llinellau llunio yw’r llinellau toredig ac mae SPQ = A
Felly mae sin(4+B)= PN _ NS +SP
OP OP
_ RO+SP
OP
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_RQ 00 SP PQ
0Q OP PQ OP

=gsin A4 cos B + cos A4 sin B.

Ymarfer 4.1
Trwy ddechrau gyda
cos(4A+ B) = oN
OP

ac ysgrifennu  ON = OR — NR, dangoswch fod
cos(A4+ B) = cos Acos B —sin Asin B.

Mae’r canlyniadau uchod yn bwysig ac felly fe’u pwysleisir yma.

sin(4 + B) = sin Acos B + cos Asin B, (a)
Rheolau I

cos(A4 + B) = cos Acos B—sin Asin B. (b)

Sylwer gyda llaw fod arwydd negatif yn Rheol I(b): mae’n demtasiwn i gymryd

bod
cos(A + B) = cos Acos B +sin Asin B X

Ceir canlyniadau tebyg ar gyfer sin(4-B) a cos(4—B). Gellir eu deillio o’r rhai a
roddir yn Rheolau I trwy roi —B yn lle B a nodi bod

sin(—B) =—sin B,

cos(—B) =cos B.

Cawn ar unwaith o Reolau I fod:

sin(4 — B) = sin Acos B — cos Asin B, (@)
Rheolau II

cos(A — B) = cos Acos B +sin Asin B. (b)

Gellir cael dau unfathiant pellach trwy ddefnyddio Rheolau I.

Nawr mae tan(4 + B) = sin(4+B)
cos(A4+ B)
_ sinAcosB+cosAsinB

cosAcosB —sin Asin B

sin AcosB cosAsin B Rhannu’r rhifiadur

2’r enwadur 2
cos A cos B

_ cosAcosB cosAcosB
cosdcosB sinAsinB

cosAcosB cosAcosB
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sin A N sin B
_ cosd cosB _ tand+tanB
_sind sinB l1-tan AtanB
cos A4 cosB
_ tanA+tanB () Rhowch ~-B
tan(4 + B) = 1—tan Atan B yn lle B a nodwch fod
tan A — tan B (b) Rheolau I11 tan (—B) =tan B
a tan(4 - B) = —— "
1+tan Atan B

Cafwyd Rheolau I - III trwy gymryd fod 4 a B yn onglau llym. Gofynnir i chi
gymryd yn ganiataol eu bod yn wir ar gyfer holl werthoedd 4 a B.

Enghraifft 4.1
Darganfyddwch, heb ddefnyddio cyfrifiannell, werthoedd sin 75°, cos 165° a tan
15°, gan adael eich atebion ar ffurf syrdiau.

Nawr mae sin 30° = l, cos 30° = —i, tan 30° = —1——,
2 2 NG
sin 60° = —‘2@ cos 60° = % tan 60° = /3,
sin 120°= ﬁ, cos 120° =— l,
2 2
ac mae sin 45°= cos 45° = ——1—, tan 45° = 1.
V2

Fellymac  sin 75° = sin(45° + 30°)

= sin 45° cos 30° + cos 45° sin 30°
_ L[ ;(1}
2l 2 ) a2

_ 1 25,
- b))

cos 165° = cos(120° + 45°)

= ¢os 120°cos 45° — sin 120°sin 45°

AR

tan 15° = tan(45° - 30°)
_ tan45°-tan30°
- 1+ tan45°tan30°
_ 1L
5
1
1+ 5

32




Trigonometreg II: Onglau Cyfansawdd ac Onglau Dwbl

R
3+l

Enghraifft 4.2

OsywsinA=f51~ acosB=% gyda 90° < 4 < 180°, a 0° < B < 90°,
darganfyddwch, heb ddefnyddio’r botymau sin, cos ar eich cyfrifiannell, werth
sin(4 + B).

Nawr mae sin(4 + B) = sin 4 cos B + cos 4 sin B.

Mae angen gwerthoedd cos 4 a sin B arnom.

Nawr mae sin A = % asin2 A +cos24=1.
Felly mae cos2 4 = 1-sin2 4
2
:ﬂ_Gjﬂ_E:i
5 5 25
cosd = * 2 =ir§. cos<0%”
25 5 4
Nawr mae 90° < A4 < 180° felly mae cos 4 <0. 0 *
3
cosd = ~—.
5

Yn yr un modd, mae sin2 B = 1—cos? B

_ 2

169
sinB = % —2—5— = i——s—
169 13

Gan fod 0° < B<90°, maesin B> 0

ac sin B = i
13
Felly mae sin(4 + B) = sin A4 cos B+ cos 4 sin B
4 12 3) 5
= X = X —
513 ( 5)713
_ 48 15 33
65 65 65
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Enghraifft 4.3

Darganfyddwch werth tan x os yw

2 sin(x — 45°) = cos(x + 45°).

Rydym yn ehangu’r ochr chwith a’r dde gan ddefnyddio Rheolau Il(a) ac I(b).
". 2(sin x cos 45° — cos x sin 45°)

= c0s x cos 45° — sin x sin 45°.

. 1 .
Nawr mae sin 45° = cos 45° = — ac felly gellir Trwy luosi
1 ‘/E popeth ag V2.

canslo — trwy’r cyfan.

NG

2sinx—2cosx = cosx—sinx

3sinx = 3cosx

!

sinx

fel bod

tanx = 1.

COosx

Enghraifft 4.4

Darganfyddwech, heb ddefnyddio eich cyfrifiannell, werth ol 0-— @110

1+tan70°tan10°"

O Reolau III(b), mae

tan(4 — B) = tan A —tan B

l+tan Atan B
Osyw A4 =70° B=10° cawn

tan 70° —tan10°
1+ tan70°tan10°

= tan(70° - 10°)

It

tan 60°

V3.

i

Ymarferion 4.2

Symleiddiwch y canlynol heb ddefnyddio cyfrifiannell.
(i)  cos 10° cos 20° - sin 20° sin 10°
(i)  sin 40° cos 20° + cos 40° sin 20°

(1i1)  cos O cos 3¢ —sin O sin 3¢

(iv) sin24 cos A —cos 24 sin 4
(v) cos(4+ B)cosA+sin(4d+ B)sin A

(vi) sin{4 +2B) cos 2B — cos(4 + 2B) sin 2B

(vily  sin 60° cos 30° + cos 60° sin 30°
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Peidiwch 4 defnyddio’r botymau ar gyfer ffwythiannau trigonometrig na

ffwythiannau trigonometrig gwrthdro ar eich cyfrifiannell i ddatrys y canlynol.

(i) Osywsind = % ac os yw 4 yn ongl lem, defnyddiwch Reolau I(a) 1
ddarganfod sin(4 + 4) = sin 24 a cos(4 + 4) = cos 24.

(i) Os yw sin 4 = % asin B = % ac os yw 4 a B yn onglau llym,

darganfyddwch werth tan(4 + B).

(iii) Os yw tan(x + 45°) tan x = 3, darganfyddwch y gwerthoedd posibl ar gyfer
tan x.

v ymleiddiwch a t ynny datryswch —cos + —sin
(iv) Symleiddiwch a thrwy hynny d hf 75° ; 75°

J3+1

1-+3

(v) Osywtanx= darganfyddwch werth x o wybod bod

90° <x < 180°.

Symleiddiwch sin(4 + B) + sin(4 - B). Trwy hynny darganfyddwch holl
werthoedd x thwng 0° a 360° sy’n bodloni sin(x + 60°) + sin(x — 60°) = —l—

NG

Ysgrifennwch yr ehangiad ar gyfer tan(® + 6). Trwy hynny darganfyddwch
fynegiad ar gyfer tan 20 yn nhermau tan 6.

Datryswch yr hafaliadau ar gyfer gwerthoedd x rhwng 0° a 360°, gan
ddefnyddio eich cyfrifiannell pan fo angen.

(i) 2cosx = sin(x + 60°)

(i) sin(x +45°) =sinx
(iil) sin{x +30°) = %cos X

(iv) 4 cos(x +10°) =3 sin(x — 10°).

Fformiwliu ar gyfer onglau dwbl
Er hwylustod rhestrir isod Reolau I — IIT a roddwyd yn adran 4.1.

sin (4 + B) = sin 4 cos B+ cos A sin B, (a)
cos (4 + B) = cos A cos B-sin4 sinB, (b)
sin (4 - B) = sin A4 cos B —cos Asin B, (¢) } Rheolau 11
cos (4 - B) = cos A cos B+sin4 sin B, (d)

tan 4 —tan B

} Rheolau I

tan(4 +B) = ———mM8—, e
( ) 1+tan Atan B © } Rheolau II1
tan 4 —tan B
tan(4-B) = ———.
( ) 1+tan Atan B ®
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Gadewch ini ysgrifennu 4 = B = x yn (a), (b), (e).
Yna bydd (a) yn newid yn

sin 2x = (sin x)(cos x) + (cos x)(sinx) = 2 sin x ¢os x.
Yn yr un modd, bydd (b) a (d) yn newid yn

cos 2x = (cos x)(cos x) — (sin x)(sin x) = cos? x — sin’x,

tanx +tanx  2tanx

tan 2x = = .
1—(tanx)(tanx)  1—tan?x

Mae mynegiadau eraill yn bosibl ar gyfer cos 2x gan fod
cos?x+sinZx= 1.
Felly mae cos 2x = cos? x — sin? x

=1-2sin2x
2cos2x—1.

Il

Mae’r hyn a elwir yn fformiwlau ongl ddwbl yn bwysig a cheir crynodeb
ohonynt isod.

sin2x = 2 sin x cos x, (a)
cos 2x = cos?x—sin2x = 1 -2sin2x= 2cos2x—1, (b)
tan 2x = ——2—@9—{-. (¢) Rheolau IV
1—tan? x
Ymarfer 4.3

Ysgrifennwch 4 = B = x yn Rheolau I - IIT i wirio’r gwerthoedd hysbys ar gyfer

sin 0°, cos 0° a tan 0°.

Enghraifft 4.5
Darganfyddwch holl werthoedd x thwng 0° a 360° sy’n bodloni

sin 2x = sin x.

Gadewch i ni amnewid am sin 2x o Reolau IV, (a).
2sinxcosx = sinx.

Peidiwch a4

chanslo sin x hyd nes
y byddwch wedi ystyried y
posibilrwydd fod
sinx =0.

y cos> 0
T 60°

0 NJ60"
cos >0

sinx(2cosx—1) = 0,

|

Yna mae sinx = 0 neu 2cosx—1 =0

. 1
felly mae sinx = 0 neu cosx = 5>

Felly mae x = 0°, 180°, 360°, 60°, 300°.
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Enghraifft 4.6
Darganfyddwch holl werthoedd x thwng 0° 2 360° sy’n bodloni

3cos2x —cosx = 2.

Mae presenoldeb cosx yn awgrymu y dylid ysgrifennu cos 2x yn nhermau

Rheolau IV(b)

COS Xx.

|
[

Felly mae 3(2cos?x—1)—cosx =

6cos2x—-cosx—5 = 0.
neu gallweh ddefnyddio’r
fformiwla gwadratig

il
@

(6 cosx + 5)(cosx— 1)

cosx = —— neu L.
6

146.44° neu 213.56°

5 .
mae COSXx = — o yn rhoi x

i

acmae cosx = 1 ynrhoi x = 0° neu 360°.

. Yr atebion yw 0°, 146.44°, 213.56°, 360°.

Enghraifft 4.7

Defnyddiwch y fformiwla ar gyfer cos (4 + B) a’r fformiwlau ongl ddwbl 1
ddangos bod cos 34 = 4 cos3 A4 -3 cos 4.

Darganfyddwch holl werthoedd x thwng 0° a 360° sy’n bodloni
cos 3x = 12 cos? x— 14 cosx + 3.
Nawr mae  cos (4 +B) = cos A cos B—sinA sin B. Rheolau I(b)

Boed i B =2A4.

. cos (A+24) = cos A cos 24 —sin A4 sin 24
= cos A(2 cos? 4 — 1) — sin A(2 sin 4 cos A)
= 2¢os3 A —cosA—2sin2 4 cos4

= 2cos3 4 —cos A -2 cos A(1 — cos? A)

Pan welwch sin®
meddyliwch am cos’!

sy’n rhoi cos 34 = 4 cos3 A -3 cos 4.
Nawr gadewch i ni amnewid am cos 3x yn yr hafaliad
cos 3x = 12 cos? x — 14 cosx + 3.

Yna 4cos3x—3cosx = 12cos2x— 14 cosx+3.

Peidiwch &
cheisio defnyddio’r fformiwla
gwadratig gyda hafaliad
ciwbig.

4cos3x—12cos2x+1lcosx—3 = 0.
Dyma hafaliad ciwbig yn cos x ac fe ddefnyddiwn y
theorem ffactorio ar ei gyfer.
Mewn gwirionedd, mae cos x = 1 yn wreiddyn gan fod
413 -12(1)2 +11(1H) -3 = 0.
Gellir ffactorio ochr chwith yr hafaliad oherwydd fe wyddom fod cos x — 1 yn

ffactor.
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Ynamae (cosx—1)(4cos2x—8cosx+3)= 0.

neu ddefnyddio’r
fformiwla i ddatrys
4cos2x—8cosx+3=0

Mae’r ochr chwith yn ffactorio ymhellach i roi
(cosx—1)(2 cosx—3)2cosx~1) = 0.
1

3
cosx = 1 neu — neu —.
2 2

Nawr mae cosx = %yn amhosibl felly mae
1
cosx = 1 neu —.
2
Fellymae x = 0° 360°, 60°, 300°.
Ymarferion 4.4

Ysgrifennwch y canlynol fel cymarebau trigonometrig syml ond peidiwch a’u
datrys.

. . .. 2 °
(i) 2sin12°cos 12° (ii) __ta_n;S_
1—tan”®15°
(iil) 2cos224°-1 (iv)  2sin %x cos —;—x
) ) 2 tan%x
(v) 1-2sin220° vi) ——
1—tan %x
(vil) cos? 16 —sin216 (vii)) 2 cos? %9 -1
(ix) 1-2sin230 () anax
1—-tan” 4x

Darganfyddwch, heb ddefnyddio cyfrifiannell, werth tan 26 o wybod bod

tan9=——1—.
2

Darganfyddwch, heb ddefnyddio’r ffwythiannau trigonometrig ar gyfrifiannell,
werthoedd sin 20 a cos 26 yn yr isod (0 wybod bod 0° < 6 < 180° ym mhob

achos).
V3

3 12
i) cosO = ~ = 1) sm@ = = 1) sin® = —.
(1) ¢ s (i) 5 (iin) 5

Profwch fod sin 3x = 3 sin x — 4 sin3 x.

Trwy hyn, darganfyddwch holl werthoedd x rhwng 0° a 360° sy’n bodloni:

(1) sin 3x =2 sin x

(i)  sin3x=1-sinZ x —sinx.

Darganfyddwch holl werthoedd x rhwng 0° a 360° sy’n bodloni
2cos2x+sinx+1 = 0.

Darganfyddwch holl werthoedd x rhwng 0° a 360° sy’n bodloni
6)] 3 tan x = tan 2x
(1) 4tanxtan2x=1.

Mae un o gymwysiadau eraill y fformiwlau ongl gyfansawdd a roddwyd yn 4.1
yn ymwneud &’r ffurf harmonig a cos® + b sin 6, lle mae a a b yn gysonion.
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Y ffurf harmonig a cos 6 + b sin 0

Gall y ffurf harmonig a cos 8 + b sin 6, lle mae a a b yn gysonion, gael ei
mynegi yn y ffurf R sin (6 + o) neu R cos (6 £ o), lle mae R > 0 a lle mae o yn
ongl lem.
Gadewch i ni dybio bod a >0, 5> 0.
Ynamae R cos (8 —a)=acos 6 +bsinb
yn rhoi R[cos B cos o + sin 0 sin o] = a cos 0+ b sin 0.
Os cymharwn gyfernodau cos 6 and sin 8, cawn
Rcosa = a, 1)
Rsina = b. 2)

Mae rhannu (2) 4 (1) yn thoi tano = -l-)—
a

Trwy sgwario (1) a (2), ac adio, cawn

R? (cos’a + sin’a)) = a’ + b,

R =+ b
ac R=A+d>+b".
Crynodeb
Rcos(®@—a)=acos® + bsin0,
b
lle mae tan ot = —,
a
R=+a* +b>.
Gan fod a > 0, b >0, mae o yn ongl lem.
Ymarfer 4.5

Ystyriwch a cos 6 — b sin 6, llemaea=>0,b>0.

Dangoswch fod a cos 8 —bsin® = Rcos (6 + ),

b
lle mae tan o0 = —,
a

R=+a’+b" .
Enghraifft 4.8

Mynegwch cos 6 + 2 sin® yn y ffurf R cos © - o).

Ynamae R [cos © cosa +sinOsina] = cos6+2 sin 6
felbod Rcosa =1,

Rsino = 2.
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Ynamae tanoa= 2

ac mae R=+1+2% =4/5.

Yna mae o = 63.4° ac felly mae
cos 0 +sin 0 = /5 cos (0 — 63.4°).

Enghraifft 4.9
Mynegwch 3 cos 0 — 4 sin 0 yn yn ffurf R cos (0 + ).

3cosO — 4sinH

]

Ynamae R [cos O cos o — sin O sina]

fel bod Rcos6 = 3,
Rsino = 4.
Yna mae tana = gi
ac mae R=+/3*+4" =25 =5
Yna mae o = 53.3° ac felly mae

3cosB—-4sin6 = 5cos (6 +53.1°).

Enghraifft 4.10

Datryswch yr hafaliad
5cos8+3sin6 =2

ar gyfer 0° <0 < 360°.

Nawr mae 5¢cos0 + 3sin® = Rcos(0-a),

lle mae R=+5"+37 =«/3—AI,
3
tano = —.
5
o = 31.0°

Felly mae 5cosB + 3sinBh =2
yn dod yn V34 cos ©-319=2
2
cos (6 -31°)=—=
Ne

0 -31°=69.9,290.1
0 =100.9°,321.1°.

Enghraifft 4.11
Darganfyddwch werthoedd mwyaf a llejaf
(2) 2 cosB + sinb.

1
(b) - :
2c0s0+sinO+3
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(a) Nawrmae 2cos0+sinf= 5 cos (0 - 26.6°).
Nawr mae —1 <cos (0 —26.6°)<1

felly gwerth mwyaf 2cosb + sinf yw J5 @’ werth lleiaf yw — V5.

1 1

b =
®) 2c080+sin0+3  /5cos(0—26.6°)+3

Ceir y gwerth mwyaf pan yw’r enwadur yn werth lleiaf a’r gwerth lleiaf
pan yw’r enwadur yn werth mwyaf.

1
3-45

Felly’r gwerth mwyaf yw

a’r gwerth lleiaf yw

1
3+\/§'

Ymarferion 4.6

Darganfyddwch werth R a’r ongl lem o ym mhob un o’r unfathiannau isod.
(a) 5c¢080 + 12sin8 = Rcos (0—a)

(b) cosB — 3sinO = Rcos(0+ )

() cosB + sin® = Rsin(B+a)

(d) 3sin® — 4cosB = Rsin(6-o)

Darganfyddwch werthoedd mwyaf a lleiaf y canlynol.

(a) V3 cos 6 +sin 0 (b) 4cosO-3sin0
1
0sB + 3sinb d _—
©) ¢ - @ 3+cosO+sinb
(e) ! O (4 cos © + 3 sin 6)

7+2c:os@—«/§sin6

Datryswch bob un o’r hafaliadau canlynol ar gyfer 0° < 6 < 360, gan roi eich
atebion yn gywir i un lle degol.

(a) cos O + 3sin0=1 (b) 4c0osO —3sinB =2
(c) 5cos6 + 12sinB =7 (d) 4cosb —~7sinf = 3
(e) 2cosf +5sin6 = 4 ) 4c0s206 —9sin26 =6

Mynegwch 2 cos’0 + 6 sind cos® yn y ffurf A + B cos 20 + C sin 26.

Trwy hyn darganfyddwch holl werthoedd 6 rhwng 0° a 180° sy’n bodloni
2cos’® + 6sin0 cos O = 2.

Dangoswch fod

~2 < 6cos’® — 8sinBcos® < 8.
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Pennod 5

Rhagor am Ddifferu

Rydym eisoes wedi astudio differu yn P1 a P2. Yn y bennod hon edrychwn ar dair
agwedd bellach ar ddifferu: differu ffwythiannau gwrthdro, ffwythiannau ymhlyg a
ffwythiannau a ddiffinnir yn baramedrig.

5.1 Differu ffwythiannau gwrthdro
Cofiwn sut y caiff differu ei fynegi mewn nodiant delta (P1).

Pan fo y = f(x),
boed i 6x, 8y fod yn gynyddiadau bach cyfatebol yn x ac y, yn 61 eu trefn.
dy . Oy
Dywedwn fod — = lim =
W dx dx—0 Ox
dy

neu, yn yr un modd, lim | ——|.
yny dx @c—m[éﬁc/dy]

Nawr fe fydd 8y — 0 wrthi dx — 0 ac mae

> - in{a75)
— = lim | ——
v g0\ &/
_ 1
m/3)
lim | —
&H—0 I
_ 1
Frvas
s
92’_ _ 1
dx dx
dy Rheol I
neu ax _ 1
d dy/
d dx

Mae Rheol I yn gymorth i ni wrth ddifferu ffwythiannau gwrthdro.
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Enghraifft 5.1

yna mae x =Iny
Nawr mae Y er
dx
fel bod e 1 (Rheol I)
dy d)/
dx
e’ y
d 1
Felly —(ny) = — Mae’n gyfleus
dy y i ni fynegi’r rheol ddifferu
d 1 yn nhermau x.
neu —(nx) = —.
dx X
Enghraifft 5.2

Gan ddefnyddio gx—(ﬁ) = 3x2 aRheol ],

df + 1
dangoswch fod —| x3 | =
dx

1
Boed iy =x3 fel bod x = y3.

Nawr mae Sd—X=3x2
dx

ac mae — = = —5 = —5.
dy dydx 3 38

1
Felly mae 4 y3 | = 17
dy 3y§

neu, wrth newid lythyren,
1

N ()

dx 3x3

Ymarferion 5.1

1
3

Gan ddefnyddio Rheol I a deilliad x°, diddwythwch ddeilliad x* .

Gan ddefnyddio Rheol I a deilliad % + 1 (x> 0), diddwythwch ddeilliad (x - 1)'5
(x>1).

Gan ddefnyddio Rheol I a deilliad (x* + 1)* (x > 0), diddwythwch ddeilliad
(F =)
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Rhagor am Ddifferu

Gellir differu’r ffwythiannau trigonometrig gwrthdro trwy ddefnyddio Rheol 1.

Enghraifft 5.3

Differu sin—! x

Nawr 0s yw y = sin~lx,

mae siny = x.

Yna mae d cos y
dy

fel bod & __1
& dy

dx

i\/l—xz ’
= x.

gan fod sin y
Sut ydym ni’n penderfynu pa arwydd i’w ddewis?
Wrth drafod sin~lx ym Mhennod 3 nodwyd bod % >0 yny parth [-1, 1], felly

dewiswn yr arwydd + .

Felly | Y (gin-1x) = —L Rheol 11
dx 1-x

Enghraifft 5.4
Differu cos~! x
Fel o’r blaen, os yw

y = cos lx,

mae cosy = x.
Felly mae b sin y
dy
fel bod y__1
dx dx
dy
_ 1
sin y
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il
=

gan fod cos y

Fel a nodwyd yn gynharach, mae
fx—(cos—l x) < 0 drosy parth [-1, 1]

felbod | I (cosln) = ——b Rheol IIT
dx 2

1-x

Gofynnir i chi ddifferu tan~1 x yn yr ymarfer nesaf.

Ymarfer 5.2
Cwblhewch y canlynol trwy lenwi’r bylchau.

Os yw y = tanlx,
Felly & _

dy

dy 1
felbod — = -

dx dy

dy
= 1 Mae sec’y = 1 + tan’y

ar gyfer unrhyw ongl y,
adran 3.2

E

1+ x?

gan fod tany = x.

Cofiwch fod amwysedd ynghylch yr arwydd mewn perthynas asinlxa

cos—! x, ond nid oes unrthyw amwysedd yma.

Rheol IV

Felly _q._(tan—l .X) =
dx

Gellir defnyddio rheolau II, III, IV ynghyd &’r rheolau differu eraill 1 ddifferu

ffwythiannau mwy cymhleth.
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Enghraifft 5.5
Differwch y canlynol mewn perthynas ag x.

(i) sin-1 (-1-)
x

(iv) (1 +x2)tan~1x

(1) cos™1(4x)

(i) tan~1(Vx—1)

(i) Boedi y = cos~1(4x) = cos~lu,
lle mae u = 4x.
Nawr mae Ei—)iz EJixgli
du dx
AW \
- x 4
1—u?
-4
V1-16x?
.. ) : 1
(i) Boed i y = s1n—1(—j = sin~1(w),
x
le mae u = —
x
Nawr mae gX: 92}- d—u
dx du dx
Voo
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Rhagor am Ddifferu

(iii) Boedi y = tan~l(u),

Jlemae u = ~x—1.
_ b du
dx du dx
Voo
1 d
= x —Hyx—1
1+u? dx( )
= ——}—-————z-xl(x—l)_%(l) 1 ddifferu v x —1
1+ (\/ x— 1) 2 gallem ysgrifennu
1 1 y=u" lle mae
= X u=x-1.
1+x-1 24x-1
1
2xvx -1
(iv) Boedi y = (x2+1)tan"!x. du ,  dv

Yn 61 y rheol lluoswm gydag u =x2 + 1, v =tan™1 x,

mae %=(tan—1x)(2x)+(x2+l( ! )

2

x* +1

= 2xtan~1lx+ 1.

Gellir mireinio differiadau ffwythiannau megis (i), (ii), (iii) yn Enghraifft 5.5 os
addaswn Reolau II, II1, TV.

Er enghraifft, gadewch i ni ddifferu sin—!(g(x)), lle mae g yn cynrychioli
ffwythiant.

Felly, os yw y = sin~! 4, lle mae u = g(x), mae
b _ by du
dx du dx
b\
1
= x g'(x)
1-u?
ey | Lfint(et)) = ——xgx). | RieolV
dr V1-(s(x)*
Yn yr un modd,
d (cos"l( ) N S Rheol VI
- g(x)) xg'(x).
dr V1-(8(x)’
i(tan‘l (g(x))) = _1_____x g'(x). Rheol VII
dx 1+(g(x))?
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Enghraifft 5.6
Defnyddiwch Reolau V, VI, VII i ddifferu’r canlynol mewn perthynas ag x.

() sin1(1 - x) (i) cos (VI—x) (iii) tan~I(cotx)

. _(}_ S _ 1 _d_ B Rheol V
A T
)
2% —x2
_ 1
2x—x°
.. d 4 1 d Rheol VI
(i1) -——(cos (\/l—x))= ~——x———( 1—x>
dx 1-(1-x)? & g0)=V1-x
SN LY e T
JI-1-x 2
= __..._...._1.—_..
2 x(l—x)'
(iii) —d—(tan_l (cotx)) = (—l-z-.-]xi(cotx) Rheol VI,
dx l+cotx, dx g(x) = cot x
= 12 X-COSGCZX
coseC™ x

= e 1,
(sy’n awgrymu gyda llaw fod tan~1(cot x) = — x + cysonyn).

Yn yr ymarferion nesaf, gallwch ddefnyddio amnewidiadau neu, yn yr un modd,
Reolau V, VI ac VIIL.

Ymarferion 5.3
Differwch y canlynol mewn perthynas ag x, o wybod fod a yn gysonyn.

(i) sm—l(fj (i) cos—-l(f) (iif) tan—l(fj (iv) sin~1(x2)
a a a

2

) tan”l(—l—j (vi) 2 sin (1 =x)  (vii) sin-!(vx)  (viii) sin)(cos x)
X

(ix) V1-x2 cos~lx (x) Vtan'x (xi) V1-x? —sinlx

-1
tla:l_ 2x (xiv) sin1x)?2  (xv) L
x

(xii) tan! G‘f{j (xiii)

tan”! x
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Rhagor am Ddifferu

Differu ffwythiannau ymhlyg
. . er enghraifft,
Hyd yma, ysgrifennwyd y newidyn y yn nhermau x.

y=sin x,
Mewn achosion o’r fath, dywedwn fod y yn ffwythiant

y=x"+2x+3

echblyg o x.

Ary llaw arall, gallai hafaliad gysylltu y ac x fel nad yw’n bosibl neu’'n hawdd
ysgrifennu y yn nhermau x. Yna dywedir fod y yn ffwythiant ymhlyg o x. Er
enghraifft, mae

x2 +y2 +6x+4y - 14

It

0
1
yn mynegi y yn ymhlyg yn nhermau x.

Il

ac Y3 +xy+x2siny

Er mwyn gwneud cynnydd wrth ddifferu ffwythiannau ymhlyg rhaid i ni
ddifferu termau fel y2, xy3, x?sin y mewn perthynas ag x. Fe ddefnyddiwn y

theol ffwythiant ffwythiant ynghyd a rheolau eraill pan fo angen.

Felly, mae —(—i-(yz) = i(yz)d—y Rbeol ffwythiant
dx dy dx ffwythiant
dy
= 2y —.
Y dx
d d dy
Eto, —(cos y) = —(cos y)—
dx( ¥) dy( ¥) i
. dy
= -—Smy —.
Y dx
Hefyd, —q-(xy3) = y3—d-(x) + xi(yz’) Rheol lluoswm gydag
dx dx dx u=x,v=p
d dy
= 13 + x— ()=
y dy(y )3

d
= y3 + 3xy2é.

d . . d d . dy
Ynolaf, —(x2siny)= siny — 2) + x2—(sin y)—=—
dx(x y) y dX(x ) dy( y)dx

. dy
= 2xsiny +x2 cosy =,
y y I

Gellir crynhoi’r enghreifftiau uchod yn y rheolau canlynol.

d d\" Rl
—Te()] = ¢'()—=, heol VIII
= [e)]= g &

~d—[f(-\')g(v)] = g(f'(x)+ f(_\-)g'o-)ﬂ_ Rheol IX
dx dx
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Enghraifft 5.7
Darganfyddwch % o wybod bod

x2+3x2y3 ~4y2 —x = 0.

Differwch mewn perthynas ag x.

d d
2x + —(3x3y3) - —(H2) - 1 = 0.
x 1(”) ](y)

2x + 6xy3 + 3x2 %@3) - Sy% -1 =0

d—y—l = 0.

dy
fell 2x + 6xy3 + 9x22 =L _ 8
Y Y 4 dx ydx

O gasglu’r termau yn %, fe gawn

It

(9x2y2 — Sy)% 1-2x—6x)3

dy _ 1-2x-6x°

felly LA S

Gellir darganfod hafaliadau tangiadau a normalau cromliniau’n hawdd pan fo’r
cromliniau wedi eu mynegi ar ffurf hafaliadau, lle mae y yn dibynnu’n ymhlyg

ar x.

Enghraifft 5.8
Darganfyddwch oleddau’r tangiad a’r normal yn y pwynt (2, 3) o’r gromlin
x3+y2—xy+x = 59.
Mae % yn cynrychioli goledd y tangiad ar unrhyw bwynt.
Differwch yr hafaliad mewn perthynas ag x.
d d dy
3tx—03)+ —@Y) -y-x—=+1=0.
yra 0°) ™ 0% -y .

dy dy dy
343022 + 2yt —y—x—2L+1 = 0.
Y ydx ydx Y dx

dy
Darganfyddwch —.
ganty dx

dy
302+ 2y —x)—= = y—y3—1
(3xy= +2y )d)C Y-y

pa— 3_
fel bod Y —-y-z—-y———l—
dx 3xy° +2y-—-x
dy 3-3°-1 25

Yn y pwynt (2, 3), mae = .
3(2)(3)* +2(3) -2 58

Goledd y normal yw
1 1 58

~ goledd y tangiad -2 25
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Nodyn o Rybudd
Weithiau, rydym wedi sylwi bod myfyrwyr yn cyflwyno’r gwaith yn anghywir,

fel a ganlyn.

O wybod bod x2+3y2+3x3)2 -1 = 0, mae
dx dx dx

Y ffurf gywir yw

+ —-—y+922+ 3-——y = \/.®
2x+2 X 6x 0.

Ymarferion 5.4

Darganfyddwch % yn y canlynol, gan fynegi eich ateb yn nhermau x ac y.

() 2+)2=5 (i) 4= 8x (i) x+2)2 = 4
(iv) Vx +4y =2 (V) x2+y2+3xy=2 (vi) x¥3+33-8=0
(vii) xy+y3—-2=0 (viii) ycosx+ y2=0 (ix) x%3 =8

(x) xy(x +y)=4 (xi) X2 +y2 - 2xy+3y—-2x+5=0

Darganfyddwch oleddau’r tangiad a’r normal ar gyfer y gromlin
3y2+2x2 =14 ynypwynt(l,2).

Darganfyddwch oledd y tangiad i’r gromlin
B+y3+4x2+3xy = 2x—1 ynypwynt(l,-1).

Darganfyddwch oleddau’r tangiad a’r normal i’r gromlin

i T
x+ty+txcosy =2+ 5 yny pwynt (25)

Differu ffwythiannau sydd wedi eu diffinio’n baramedrig
Yn aml, mae’n ddefnyddiol i ni fynegi x ac y yn nhermau trydydd newidyn a
elwir yn baramedr, er enghraifft

x =08+t y=202+sint.
Yna os rhoddir gwerthoedd i ¢, gellir darganfod gwerthoedd cyfatebol ar gyfer x
ac y a gellir eu plotio ar graff. Byddwn yn trafod yn fyr suty caiff ffwythiannau
o’r fath eu cynrychioli ar graff yn y bennod nesaf.
Ein diddordeb pennaf ar hyn o bryd yw sut i ddifferu ffwythiannau sydd wedi eu

diffinio’n baramedrig.
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Tybiwch fod x = 1), y = g(®.
Boed 1 6¢, dx, &y fod yn gynyddiadau bychain cyfatebol yn z, x ac y, yn 8l eu

trefn.

Felly mae ¥ (Qj/[éj
ox o A

Nawr wrth 1 6 — 0, mae dx a &y — 0.

. Oy dy

Ynao gymryd bod lIim — = —=,
BYmY 00y dx

. Ox dx

lim — = —,

31—0 Ot de

lim y_Y

3t—0 ot dt

ac mai terfan cyniferydd yw cyniferydd y terfannau, cawn fod

w_[S)

Felly, gellir differu y mewn perthynas ag x trwy ddifferu x ac y yn unigol,

Rydym yn cymryd
y canlyniad hwn yn
ganiataol.

unwaith, mewn perthynas &’r paramedr 7.

Enghraifft 5.9
Owybodbod x = 8+1, y =22 +sin¢,

darganfyddwch % yn nhermau ¢.

d
Nawr mae LL 3t2+1,—y = 4t + cos ¢

dt dt

felbod L = (d—y) [91) - drcost,
dx de de 32 41

Gellir diffinio goleddau tangiadau a normalau unrhyw gromlin yn hawdd pan

fo’r gromlin wedi ei mynegi’n baramedrig.

Enghraifft 5.10
O wybod bod x = at, y = 2ar2, lle mae a yn gysonyn, darganfyddwch oleddau’r

tangiad a’r normal i’r gromlin, yn y pwynt a ddisgrifir gan .

Nawrmae  x=at,y=2at?

w2 -(F)[S)
dx dt dt

"

Peidiwch 4 cheisio
diddymu ¢ er mwyn
cael 2x* = ay

a
1

Goledd y normal yw — e
{
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Ymarferion 5.5

Darganfyddwch —% yn yr achosion canlynol, lle mae a ac ¢ yn gysonion.

@) x=acosO, y=asin® (i) x=c,y== (i) x=283,y=22
t
5
(iv) x=sect,y=tant (v) x=a2,y=2at  (vi) x=3t+8,y=3-12
t 12
(vii) x=cos3 ¢,y =sin3 ¢ (Viii)x:—l——t, y=—1——(t¢1)
- —t

(ix) x=(+1)2,y=12-1

Ar gyfer pa werthoedd o ¢ y mae gan y cromliniau canlynol (sydd wedi eu
mynegi’n baramedrig) bwyntiau sefydlog?

1) x=£2+1, y=£-3t

(i) x=2t+5sint, y=2+5t+5cost (0<t<2m)

(ii) x=£2+1 y=tet.

Darganfyddwch oleddau’r tangiadau a’r normalau ar bwyntiau cyffredinol ar y

cromliniau canlynol.

(i)x=t,y=[—+1_—1- (i) x=28,y=6
(iii) x=cos? 1, y=2+sint (iv) x=2cost, y=3sint

Mae’n bosibl darganfod deilliadau uwch pan fo ffwythiannau wedi eu mynegi'n
baramedrig. Yma, rydym am drafod deilliadau o radd dau’n unig.

Nawr fe wyddwn fod
iy. = d_y i‘f pan fo’r paramedr
dx dt dt ) yn t, wrth gwrs.

Gadewch i ni grynhoi hyn.
I ddifferu [ﬂ mewn perthynas ag x, rydym yn differu ljy:l

Byddwch yn
sylweddoli’n fuan pam
ein bod yn defnyddio
blychau.

mewn perthynas 4 ¢ ac yn rhannu & o
!

Yna amnewidiwn % am y yn y blychau.

Yna, i ddifferu Y | mewn perthynas ag x, rydym yn differu | =2
dx dx

dx
mewn perthynas & # ac yn rhannu & T
t

Ry | £y (e
dx? dr dx dt )’
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Enghraifft 5.11

2
Darganfyddwch % owybodbodx =1,y =1

Y _

Nawr mae =483, — =372
dr dr
ac mae Y _ () /[
dx dt dr
_ 44
3t 3
dy _d d_yj dr
dx? dr \ dx dr
dr\ 3
= _4—
9t?
Enghraifft 5.12

Darganfyddwch a dosbarthwch y pwyntiau sefydlog ar y gromlin a fynegir yn
baramedrig fel x =37+ t3, y = 3t- 3.

2
Mae amom angen % a y

dx?
Nawr mae d—y= (EXJ (Ej
dx - dt dr
_3-34
3+3¢2

S
3(1+12)  1+1%

2
Hefyd, mae Ei_y = i(d_y 'd—.x_
dx*  de\dx)/ \de

d 1-¢2
dr | 1+¢2

3432

drwy amnewid am Y a 91
dx dr
1-:2] _ () (=20 -(1-)(20)

1+1? (1+1%)?

vdu — udy,

vZ

rheol y cyniferydd

dr

Nawr mae —d—[
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2t-283 2t +2¢°

(1+1%)?
. L
(1+:2)?
2 2
- gy - 4] fu
dx? dr\ 1+1¢2 dt
_ 4¢
(1+2)2.(3+31%)
2
felly Ly - L S
dx 3(1+¢t7)
Ar gyfer pwynt sefydlog,
mae -(—12)— =0
dx
2
fel bod ! -0
1+t
- 1-2 =0
fel bod 2 =1
a r = =x1.

Panfor=1, mae
a%y 4 1 4

&2 3(+12) 24
sy’n cyfateb 1 bwynt macsimwm.
Panfor=1,mae x = 3(1)+(1)3 = 4,
y =30)-1P =2
Ceir pwynt macsimwm yn (4, 2).
Pan for=—1, mae
dy o4 D4
dx? 3(1+(-1%))% 24

sy’n cyfateb 1 bwynt minimwm.
Panfot=-1,mae x= 3(-1)+ (_1)3 = _4
y=3D-(-1)3 = -2

Ceir pwynt minimwm yn (-4, —2).
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Ymarferion 5.6

Mae’r hafaliad paramedrig x = a cos® ¢, y = a sin? ¢ yn cynrychioli cromlin.
d
Dangoswch fod Y~ tanta darganfyddwch werth 4y panfo¢= T
dx dx? 6
2t +1 2

Osyw x = acy= L+? dangoswchfodiizz—t—
t 1+2¢ dr  (1+26)?

d2
a darganfyddwch werth Ex%—} panfoy=0.

2
Darganfyddwch 4y panfox=1+2cost,y=1+3sint.
dx? g

Osywx=tant, y =sin ¢ ar gyfer 0 < ¢ <27, darganfyddwch %

2
a dangoswch fod ii—;} = —3cos*tsint.
dx

O wybod bod y gromlin C wedi ei mynegi’n baramedrig gan
2
x= L + 3¢,y =12 —2t, darganfyddwch werth Y
2 dx
2
a dangoswch fod d ;/ = 8 3
dx (t+3)

Dangoswch mai dim ond un pwynt sefydlog sydd gan C ac mai minimwm yw

hwnnw.

Darganfyddwch a dosbarthwch y pwyntiau sefydlog ar y gromlin a fynegir yn
baramedrig gan

xX=t-sint,

y=t+2cost,
ar gyfer 0 <¢<2n.
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Pennod 6

Rhagor o Geometreg Gyfesurynnol

Ym Mhennod 5 buom yn ystyried agweddau gwahanol ar ddifferu a dangoswyd eto

mor bwysig ydyw ar gyfer darganfod goleddau tangiadau a normalau. Yn y bennod

hon rhoddwn y sylw pennaf i broblemau’n ymwneud 4 thangiadau a normalau.

6.1

Hafaliadau tangiad a normal i gromlin
Rydym am ddechrau trwy ystyried enghraifft.

Enghraifft 6.1 7

Darganfyddwch hafaliadau’r tangiadau i’r gromlin »2 = 16x ym mhwyntiau
(16, 16) ac (1, —4). Dangoswch fod y tangiadau’n berpendicwlar a
darganfyddwch gyfesurynnau eu croestorfan.

Gallwch gyfrifo goledd y tangiad trwy ystyried gwerth % Felly rydym yn

differu
y2 = l6x

mewn perthynas ag x, gan gofio o adran 5.2 fod

4o = e
5 (e0)) g0 -

dy Nid ydym
Zy— =16 yn argymell amnewid
dx
J 16 g y==xvl6x.
fel bod g_2_=
dx 2y y
Pan fo y = 16, mae d—yziz—l—.
dx 16 2

Felly hafaliad y tangiad yn (16, 16) yw
1
-16 = —(x~-16
y 5 ( )

fel bod 2y-x—-16 = 0. (1)
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Pan fo y =— 4, mae = = = =)
dx

Hafaliad y tangiad yn (1, -4) yw

y=(=4) = -2x-1)
0. @)

i

sy’n rhoi y+2x+2

Goledd y ddau dangiad yw

a -2 ac oherwydd bod % x — 2 = —1 mae’r
tangiadau’n berpendicwlar.
Er mwyn dod o hyd i’r croestorfan, rydym yn datrys hafaliadau (1) a (2).
2y—-x—16 = 0, (1)
y+2x+2 0. 2)

Yna mae (1) x 2 +(2) yn rhoi

5y-30 = 0
fel bod y = 6. Gwiriweh yn (2).
Wrth amnewid am y yn (1) cawn 6 ;nzgj,);)?y:o’
2x6-x-16 =0
fel bod x = -4,

Y croestorfan felly yw (-4, 6).

Nodwch nad ysgrifennwyd y2 = 16x fel y =+ 4x, er mwyn osgoi’r amwysedd
gyda’r arwydd.

Enghraifft 6.2
Darganfyddwch hafaliadau’r tangiadau i’r gromlin
42+ 92 = 36

yn y pwyntiau (E é] a[—~2 §j
ypwy 53 =35 )

Darganfyddwch gyfesurynnau croestorfan y tangiadau a dangoswch fod y pwynt

hwn yn gorwedd ar y gromlin
4x2 +9y2 = 72,

Gallwn ddod o hyd i % trwy ddifferu

4x2+ 92 = 36
mewn perthynas ag x.

d
8x+—(9?) = 0.
X (94

Yna 8x + —q—(9y2)gy— = 0.
dy dx

QX_ 8x 4x
dx 18y 9y’
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Panfox=}%,y=é
5 5
dy —4x 12 8
& 9x& 9
Hafaliad y tangiad yw
_S _ _§(x_1%]
Y 5 9 5
fel bod 9y~—5£ = -8x+—9—6—
9)14—8)«7—%Q =0
neu 9y +8x—-30 = 0. (1)
Panf0x=r—?—,y=§
5 5
& _ﬁzf__f"%) 1
dx 9y 9% 2
Hafaliad y tangiad yw
_8 l(ng
Y75 T UTs)
fel bod 2y—1—6— = x+—9—.
5 5
25
2y—-x—-—— =0
Y 5
fel bod 2y—-x—-5 = 0. (2)

Er mwyn dod o hyd i’r croestorfan rydym yn datrys (1) a (2),
9y+8x-30 =0 )
2y —x -5 =0 (2)

Mae (1) + 8 x (2) yn rhoi
9y + 16y —30-40 = 0.

It

25y =170
fel bod y = 14
5
Mae amnewid am y yn (2) yn rhoi
2 x=5 =0
5
3
fel bod x = —.
5
Felly G,%—l—j yw’r croestorfan.
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2 2
HES
5 5
——1—[4><9+9>< 196]
25

- L x 1800 = 72.
25

Ar gyfer y pwynt hwn, mae

4x2 + 9?2

i

It

Er ei bod yn ddefnyddiol cynrychioli cromliniau yn y dull cyfesurynnol
Cartesaidd, gellir cael trafferthion wrth ei ddefnyddio i ddarganfod hafaliad
tangiad ar bwynt cyffredinol ar gromlin.

Enghraifft 6.3
Darganfyddwch hafaliad y tangiad i’r gromlin 4x2 + 16y2 = 1 yn y pwynt
(15 1)-
Nawr trwy ddifferu
42 +16y? =1

cawn 8x + 32y Y 0.

dx

Y _ & __x

dx 32y 4y
Yn (x1. y1).

b n
Hafaliad y tangiad yw

*1
y=y1 = ——F&-x)
4y
sy’n rhoi dy1y —4y12 = - xpx +x2.
4y}y +X1X - 4y12 + X12.
Gellir symleiddio hafaliad (1) trwy luosi & 4. Mae (x, y,) yn
orwedd ar
16y1y +4xix = 16y12 + 4x;2 & gromlin, y

ac felly 16yy+4xx =1
yw hafaliad y tangiad.

Mae’r ffurf hon ar hafaliad yn gryno ac felly’n ddeniadol. Er hynny, mae gan yr
hafaliad hwn un anfantais yn y ffordd y mae wedi ei ysgrifennu: mae’r
berthynas rhwng x; ac y; wedi ei chuddio. Cofiwn mai’r berthynas hon
yw 4x2+16y;2 =1 a gallwn ysgrifennu

1—16y12
X2 = —"
41~ 167
er mwyn cael X = —-—2——)2—
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Hafaliad y tangiad felly yw 16yy £ 2\/ 1-16 ylz x = 1, ffurflai deniadol ar yr
hafaliad.

Mae’n ddymunol fod y berthynas rhwng cyfesurynnau pwynt sy’n gorwedd ar y
gromlin yn amlwg tra ydym yn gweithio trwy broblem.

Mae cynrychiolaeth baramedrig yn ddefnyddiol yn hyn o beth.

Cofiwn fod cyfesurynnau pwynt ar gromlin yn cael eu
€nno

hysgrifennu yn nhermau paramedr yn y gynrychiolaeth hon.

Enghraifft 6.4

O wybod bod x = 2 cos £, y = 3 sin ¢ gallwn blotio’r pwyntiau (x, y) ar gyfer
gwerthoedd amrywiol o £. Yn gyntaf, gadewch i ni greu tabl o werthoedd ar

gyfer x ac y.
! x=2cost y=3sint
0 2 0
) 3 Rydym wedi
45 '\/_2- E\/E cyfyngu gwerthoedd ¢,
er hwylustod.
90° 0 3
. 3 Caiff gwerthoedd
135 — /2 _2. \/_2_ eu hailadrodd pan fo ¢
yn fwy na 360°,
180° -2 0
2250 -2 W)
2
270° 0 -3
315° V2 NG
2
360° 2 0
Y4
3
-2 0 2 "
-3
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Dyma’r gromlin wedi ei phlotio, lle gofynnir i chi gymryd yn ganiataol fod y
siap cyflawn fel yr un a ddangosir.

Mae enghraifft 6.4 yn dangos, o gael cromlin wedi ei chynrychioli’n
baramedrig, ei bod yn bosibl plotio’r gromlin trwy gymryd gwerthoedd o’r
paramedr. Mewn egwyddor, gellir darganfod hafaliad Cartesaidd y gromlin
trwy ddiddymu’r paramedr.

Enghraifft 6.5

Darganfyddwch hafaliad Cartesaidd y cromliniau a ddisgrifir gan yr hafaliadau
canlynol.

(@ x =2cost, y = 3sint

(b) x =1-cost, y = ftsint.

(a) x = 2cost, y = 3sint.
Gellir diddymu’r paramedr trwy nodi fod
cos? t+sin2¢ = 1.

Mae amnewid am cos f a sin ¢ yn thoi
2 2
iC_ + 2}_ = 1.
2 3
2 2
4 9

neu 9x2 +4y2 = 36.

(b) x=1-cost, y = t+sint.
Nid yw diddymu ¢ mor amlwg ag yr oedd yn (a). Trwy ddefnyddio’r
hafaliad x cawn
x = l-cost
fel bod cost = 1—-ux.
; t = cos™I(1-x)
hefyd sint = +Vl-cos?t

= ty1-(1-x)?

= +y2x-x2.

Yna mae defnyddio’r hafaliad y yn rhoi

y = cos (1 =x)£V2x-x?,

sydd ddim yn hafaliad deniadol.

Fel y gwelwyd yn enghraifft 6.5, gellir cael hafaliad Cartesaidd o’r hafaliadau
paramedrig yn hawdd weithiau, ac yn anodd dro arall, ac efallai na fydd hafaliad
fel yr un yn (b) yn datgelu nodweddion perthynas. Gan gofio hyn, rydym yn
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eich cynghori, pan fo gennych gynrychiolaeth baramedrig, v dylech

ddefnyddio’r gynrychiolaeth honno yn hytrach na cheisio darganfod yr hafaliad
Cartesaidd. os nad oes gofyn i chi ddod o hyd i hwnnw.

Cyn ystyried yr enghraifft nesaf gadewch i ni gofio, o Bennod 5, os yw
x = x(f), y(f) yna mae

dy _dy /i
de  de/ dr
Enghraifft 6.6

P yw’r pwynt (ct,—j—j ar y gromlin xy = ¢2. Mae’r tangiad yn P yn cyfarfod &’r

echelin x yn 4 a’r echelin y yn B. Dangoswch fod arwynebedd triongl 40B yn
annibynnol ar ¢.

c .
Nawr mae x = ct, y == Rydym yn eich atgoffa:
t arhoswch gyda’r gynrychiolaeth
dx dy c baramedrig.
a — = ==
d: dt 2
dy dy/dx _ ¢ /c 1
dx de/ dt 2 2

Felly hafaliad y tangiad yn [ct,?j yw

c 1
- = ——(x—ct
y=3 t2( )

0.

i

sy’n rhoi 2y +x—2ct

Ar gyfer y pwynt 4, mae y = 0 ac mae
0+x-2ct =0.
x = 2ct.

Ar gyfer y pwynt B, mae x = 0 ac mae

2y +0-2ct = 0.
e .%E
y P
Arwynebedd triongl AOB yw
—I—AOxOB = — x26tx2—c-
2 2 t

= 2¢2,  nad yw yn cynnwys ¢.
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Enghraifft 6.7

P yw’r pwynt (2 cos ¢, sin f) ar y gromlin x2 + 4y2 = 4. Mae’r normal i’r
gromlin yn P yn cyfarfod &’r echelin x yn 4 a’r echelin y yn B.

(a) Darganfyddwch gyfesurynnau 4 a B, a chymryd fod sin ¢ # 0, cos ¢ # 0.

(b) Dangoswch fod C, canolbwynt 4B, yn bwynt ar y gromlin 16x2 + 4y2=9.

(a)  Goledd y tangiad yw % _ by jdx

Goledd y tangiad

de/ dt x goledd y normal =-1,
2 gOIGdd y normal yw yr amod ar gyfer llinellau
__1___ — d_y perpendicwlar.
dy de/ dr’
dx

Nawr mae x = 2 cos £, y = sin ¢ fel bod goledd y normal yn hafal 1
—=(=2sinz) _ 2sin¢

cost cost
Hafaliad y normal yw
. 2sint
y—sint = S (x -2 cost).
cost

(cosf)y—sintcost = (2sinf)x—4 sint cos ¢
felbod (cosfly—(2sinf)x+3sintcost = 0.

4 Pan fo y =0, mae

0-@2sinf)x+3sintcost =0

fel bod x = % cos ¢,
gan gymryd bod sint # 0.
B Pan fo x =0, mae

(cost)y—0+3sintcost= 0
fel bod y = —3sint,

gan gymryd bod cost # 0.

(b) Cyfesurynnau canolbwynt AB, sef C, yw

1 O+—3—cost ,—1—(0~3sint)
2 2 2

[3 3 | j
h.y. =cost,——sint | .
4 2

3 -3
Felly ar gyfer C, mae x= 2 cost, y = > sin ¢
fel bod cost = %f, sint = _2_3y_
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Yna mae cos2t+sin?2t =1
2 2
. 4x 2y
h SV L-2) =1
ot (Y] [-2)
2 2
16x +4y 1
9 9
fel bod 16x2+4y2 = 9.
Enghraifft 6.8

Darganfyddwch hafaliad y normal ym mhwynt P (ap?, 2ap) ar y gromlin
y2 = 4ax.
Mae’r normal yn P yn cyfarfod a’r gromlin eto ym mhwynt (ag?, 2aq).
Dangoswch fod

29 +pg?-2p-p* = 0.
O wybod bod ¢ = — 3, darganfyddwch werth p.
Nawr mae x = ap?, y = 2ap fel bod goledd y tangiad yn

dy _dy /dx _ 2a 1

dx dp/ dp 2ap - )4
Felly, goledd y normal yw —p.
Hafaliad y normal yw

y=2ap = - p(x - ap?)
sy’n rhoi y+px—2ap-ap> =0 (1)
Mae’r normal yn torri trwy’r gromlin ym mhwynt Q (aq?, 2aq).
Trwy amnewid am x = ag?, y = 2aq yn (1) cawn
2aq + apg? —2ap —ap® = 0
synmyndyn 2q+pg?-2p-p3>=0, )
trwy ganslo a trwyddo.
Pan fo g = -3, aiff hafaliad (2) yn
-6+9p-2p-p3 =0

0. 3)

il

neu p3-Tp+6
Yn 61 y theorem ffactorio, mae p — 1 yn ffactor.

Panfop=1,
mae p*—Tp+6
=P-7+6=0

Felly mae (3) yn symleiddio i
(- 1D(@>+p-96)
@-De-20@+3)
Mae’r gwreiddyn p = — 3 yn cyfateb i’r pwynt Q, fel bod p = 1 neu 2.

0
0.

I
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Ymarferion 6.1

Dangoswch mai hafaliad y normal ym mhwynt (2, 3) ar y gromlinxy =6 yw
3y —2x — 5 =0. Hefyd, dewch o hyd i gyfesurynnau’r pwynt lle mae’r normal
yn cyfarfod &’r gromlin eto.

Dangoswch mai hafaliad y tangiad i’r gromlin xy2 = 1 ym mhwynt P(t2 , %] YW

28y +x-32 =0.
Mae’r tangiad yn cyfarfod &’r echelin x yn . Dangoswch fod canolbwynt PO
yn gorwedd ar y gromlin 2xy? = 1.

Mae P(ap2, 2ap), Q(aq?, 2aq), R(ar2, 2ar) yn dri phwynt ar y gromlin y2 = 4ax.
Mae’r tangiad yn P yn baralel i’r cord OR.

(a) Dangoswch fod g +r=2p.

(b) Dangoswch fod y llinell sy’n cysylltu P & chanolbwynt QR yn baralel i’r

echelin x.

Darganfyddwch hafaliad y tangiad yn y pwynt P(5 cos ¢, 3 sin ¢) ar y gromlin
9x2 +25y2 = 225.
Dangoswch fod hafaliad y normal yn P yn
(Bceost)y—(Ssinf)x+ 16 sintcost=0.
Mae’r tangiad yn P yn croestorri’t echelin y yn R ac mae’r normal yn P yn
croestorri’r echelin y yn . O wybod mai O yw’r tardd, dangoswch fod
OR . 0S =16.

Darganfyddwch hafaliad y normal yn y pwynt P(ap?, 2ap) ar y gromlin
2 = dax. O wybod bod y normal hwn yn mynd trwy’r pwynt (4a, 4a)
dangoswch fod

pP-2p-4 =0.
Dangoswch mai dim ond un gwerth sy’n bodloni’r hafaliad hwn a nodwch y
gwerth hwnnw.

P(acos?t, asindf) yw’r pwynt ar y gromlin C a gynrychiolir gan
$3yd = al
(a) Dangoswch fod hafaliad y tangiad i Cyn P yn
ycost+xsint = asinfcost.
(b) Mae’r tangiad yn P yn cyfarfod 2’r echelin x yn R a’r echelin y yn S.
Darganfyddwch y gwerth macsimwm ar gyfer arwynebedd triongl ORS,

gydag O yn dardd.
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Rydym eisoes wedi edrych ar integru yn P1 a P2, lle cyflwynwyd nifer o ffurfiau
safonol. Yn y bennod hon, cyflwynir thai technegau a fydd yn ein galluogi 1 integru

Integru I

Pennod 7

Integru I

ffwythiannau sy’n fwy cymhleth na’r ffurf safonol.

7.1

Ffurfiau safonol

Mae’r canlyniadau a gawsom o ddifferu ffwythiannau trigonometrig gwrthdro
ym Mhennod 5 yn ein galluogi i estyn y thestr o ffurfiau safonol a roddwyd yn
P1 a P2. Rhestrir y ffurfiau safonau hyn isod er hwylustod. Ni chynhwysir y

cysonion integriad.

8(x)

b

X

cos x
sin x
sec? x
sec x tan x
cosec? x

cosec x cot x

sin x
—COS X
tan x
sec x
—cotx
— COSec x

sin~1 x
—cos~lx

tan—1x

e

Injx|
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Mae differu’r
golofn dde yn
rhoi’r golofn
chwith.

Cysonyn yw’r
gwahaniaeth rhwng
sin”'x a —cos 'x.




7.2

Integru 1

Yn P2 defnyddiwyd rhai o’r ffurfiau safonol i integru ffwythiannau yn y ffurf
flax + b), lle mae a a b yn gysonion.

Enghraifft 7.1
Ni chynhwysir y cysonion integriad yn y canlynol.

(a) fcos(2x +5)dx = %sin(Zx +5)
(b) Jsin(2 —4x)dx = %005(2 —4x)

(C) J65x—7dx - %5,\’—7

(@ ——1-——dx=lln|3x+2|
3x+2 3

Nodwyd yn P2 nad yw’r canlyniadau uchod yn ddilys oni bai bod y mynegiad
mewnol yny ffurf ax + b. Felly

sin(3x* +2x +7)

cos(3x® +2x+7)dx =
6x+2

Y mathau o ganlyniadau a roddir yn (a)-(d) uchod yw’r man cychwyn ar gyfer
golwg pellach ar integru.

Golwg cyntaf ar integru trwy amnewid
Mae’n amlwg fod integru ffwythiannau’n llwyddiannus yn golygu adnabod y
ffwythiannau fel rhai sydd mewn ffurf safonol, neu ffurf sy’n agos at fod yn
safonol. Felly, i ddarganfod

[7(3x = 2)4 dx
rydym yn sylweddoli bod (3x — 2)* yn cynnwys y mynegiad llinol 3x ~ 2.

Yna o P2, gallwn ysgrifennu

_ 1(3x-2)° o(ax + by dx
TG 2y de = TSk e
+
7(3x-2)° §
= “‘—'1'5—'——+k Rheol IV

Unwaith eto, i ddarganfod
JZ cos(5x + 7)dx

rydym yn sylweddoli bod cos(5x + 7) yn cynnwys y mynegiad Ilinol 5x + 7,
ac felly mae

2sin(Sx+7)

j2003(5x+7)dx = 5
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I ddatblygu ein syniadau ymhellach, gadewch i ni ailystyried y ddau integryn

uchod trwy wneud defnydd o amnewidiad neu wahanol newidyn.

Enghraifft 7.2
Darganfyddwch [ 7(3x = 2)* dx.
Gadewchi u = 3x—2.
Differwch (2) mewn perthynas ag x.
du s
dx
... du .
Gellir trin — fel ffracsiwn
dx
. du
fel bod modd ysgrifennu = =3
fel du = 3dx
sy’n rhoi dx = % du.

Amnewidiwch am 3x —2 0 (2) adx o0 (3),1(1).
Ynamae | 7(3x — 2)* dx yn mynd yn

7

j7u4—13—du = = |u* du

I

juA du

uS

5

[~ W w

I

+ cysonyn

—_
iy RN

(3x-2)° + cysonyn,

sef yr ateb a gafwyd ynghynt.

Enghraifft 7.3
Darganfyddwch [2 cos (5x+7) dx.
Gadewch 1 u = 5x+7
fel bod du 5

dx
neu du = Sdx

dx = ~1—du.

5

Mae amnewid o (2) a (3) i (1) yn rhoi
I2 cos (5x+7)dx = I2 cosu% du

[ cosudu

Il

sin ¥ + cysonyn.

— 81

i

i Lt wn|N

(5x + 7) + cysonyn.
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Integru 1

Ymarferion 7.1
Defnyddiwch amnewidiad yn y ffurf # = ax + b, lle mae a a b yn gysonion, i
ddarganfod yr integrynnau canlynol.

1 .
(@) [(Qx+1)2dx (b) jmdx (c) Jsin(9x+1) dx
(d) | sec2(2x +9) dx (e) Jcosec (3x + 1) cot (3x + 1) dx
dx 1
() [V3x-7dx ©® f— @ | Norre i

Roedd yr integriadau yn Enghreifftiau 7.2, 7.3 ac Ymarferion 7.1 yn perthyn yn
agos 1 ddifferu ffwythiant ffwythiant.

Cofiwn fod
S (fle) = CEwE®
a gellir ystyried bod y ddau integryn yn Enghreifftiau 7.2, 7.3, sef
(a) 7Gx -2)* dx Yn (a) f'(x) =24

x)=3x-2.
(b) [2 cos(5x +7) dx, Yn (b)fg'gxg = COS X,
yn y ffurf

gx)=35x+17.

J (g0 d,
ar wahdn i rai ffactorau cyson nad ydynt yn amharu
ar strwythur cyffredinol yr integrynnau.

Felly, gadewch i ni droi yn awr at integrynnau mwy
cyffredinol sydd yn y ffurf | cosw
[ £'(g(x)g'(x) dx,
lle nad yw g(x) o reidrwydd yn fynegiad llinol yn x.
Os gadawn 1 u = g
na mae du ()
y o g
ac mae du = g'(x) dx.

Yna mae amnewid am g(x) a g'(x) dx yn | £'(g(x))g'(x) dx,
yn rhoi [ f'u) du = f(u) + cysonyn
= f(g(x)) + cysonyn.
Mae hwn yn ganlyniad pwysig ac felly mae’n cael ei arddangos yma.

Rheol Amnewid
Os cewch integryn yn y ffurf

[ £'(g(x)g () dx, (A)
ysgrifenrmwch  u = g(x)
du = g'(x) dx.
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Cyn i ni roi cynnig ar rai enghreifftiau, gadewch i ni nodi ffurf yr integryn
f'(g(x)g'®)

yn (A).

Ceir y term g'(x) trwy ddifferu rhan fewnol f'(g(x)).

Enghraifft 7.4 @
Darganfyddwch [ (3x2 + 1) cos(x? +x + 1) dx. g)=B+x+1

Nawr mae cos(x> + x + 1) yn ffwythiant cyfansawdd ac mae

—(%C—(x3 +x+1) = 3x2 + 1 hefyd yn bresennol yn yr integryn.

Boed i u = @+x+t1)
fel bod du 3x2+1

dx / Mae’r ddau hyn yn rhoi du.
neu du = (3x2+1)dx.

Yna mae J (3x2+ 1) cos(x® +x+ 1) dx
\—_—’/‘

= [cosudu = sinu+tk

sin (x3 +x+ 1)+ k.

Il

Enghraifft 7.5
Defnyddiwch amnewidiad i ddarganfod

farVxt +1dx

Boed i u =x4+1
fel bod du = 4x3 dx.
Mae’r integryn yn mynd yn
'[\/; du = u% du
3
2
= %— +k
2
2
= —2—u3 +k
3
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Enghraifft 7.6

Defnyddiwch amnewidiad i ddarganfod
[ (2 + 1) sec2(x3 +3x + 1) dx

Yma nodwn fod y term mewnol

glx) = x3+3x+1

fel bod g'(x) = 3x2+3.
Er nad yw f'(x) yn bresennol yn yr integryn nodwn fod x2 + 1 = —;— g'(x).
Boed i u =x3+3x+1
du _ 3x2+3
dx
fel bod du = 3x2+3)dx
= 3(x2+1) dx.

Ynamae (x2+1)dx= —;— du.
Mae’r integryn yn mynd yn

.[secz u l du = l J‘sec2 u du
3 3

= ltanu+k
3

-;;tan(x3+3x+1)+k.

Enghraifft 7.7
4 x>+
Darganfyddwch jx e’ T dx.

Y'ma nodwn ein bod bron a chael x* wrth ddifferu x5 + 1, g0 =25+ 1

ar wahan 1 gysonyn sydd ar goll.

Boed i u =x3+1

fel bod du 5x4
dx

a Hdx = —;—du.

Mae’r integryn yn mynd yn

J‘e“édu = —;—je“ du

If

leu -+ k
5

le"'sﬂ +k.
5

I
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Enghraifft 7.8

X

Darganfyddwch J dx.

2
x“+4
Yma nodwn ein bod yn cael 2x trwy ddifferu x2 + 4, sy’n hafal i 2 x rhan uchaf
y ffracsiwn.

Boed i u=x2+4
fel bod du 2x
dx
. 1
sy’n rhoi xdx = 5 du.

Mae’r integryn yn mynd yn
[~=du = 1 jl du
u?2 2°u
1
= > In|u |+ cysonyn

= % In | x2 + 4 | + cysonyn.

Mae enghreifftiau 7.5 a 7.8 yn cynrychioli sefyllfaoedd arbennig lle mae’r
integrynnau ar ffurf

cysonyn x [ (g(x))" g'(x) dx, a3 (4 + 1)Fdx

g'(x)
cysonyn x J.—gz;dx J;Zx:zdx

Gwelwn yr achosion hyn yn aml ac efallai y bydd o ddefnydd i chi feddwl
amdanynt fel ffurfiau safonol. Yna trwy ddefnyddio’r amnewidiad u = g(x)

cawn
7+
J (@) gx) dx = K%%)l— k| @
[ 80 4 = In|g@)| +k (©)
g(x)

Ymarferion 7.2

Mae’r integrynnau canlynol ar ffurf cysonyn x ,ff(g(x)) g'(x) dx. Defnyddiwch
amnewidiadau neu, os yw’n briodol, ffurfiau safonol (B) ac (C) 1 ddarganfod yr
integrynnau canlynol.

(a) [ 2203 + 1) dx (b) jxfizdx (©) I(—Z—x;?dx
x°+
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7.3

Integru 1

() [x2sec? (B +1)dr (0) [=——dv (f) [(2x+1)sin(x? +x+5) dr

\/1+3x
(@ el +e3dx () I\/l—sinx cosxdx (i) I\/x2+4x+1(x+2)dx

1
2x+1

G [ ® [ () | (sin(2x) + 4)3 cos(2x) dx
5 x +x-3
1+x
lnx sin x e’ +1
m) == () = © [
(p) | tan2 x sec2 x dx (q) | sin3 x cos x dx (r) J cosec? x cot x dx

Gwahanwch un
o’r termau cosec.

Golwg eto ar integru trwy amnewid

Yn yr adran flaenorol gwelwyd pa mor ddefnyddiol oedd yr amnewidiad
u = g(x) pan oedd yr integryn yn ei hanfod yn y ffurf [ f(g(x)) g'(x) dx.

Yn yr adran hon byddwn yn sén am sefyllifaoedd eraill lle mae amnewidiadau
yn ddefnyddiol.

Enghraifft 7.9
Trwy ysgrifennu u = 5 — 3x, integrwch x(5 — 3x)29 mewn perthynas ag x.
Rhaid i ni ddarganfod [ x(5 — 3x)20 dx. )
Boed i u = 5-73x 2)
Yna mae du__ 3
dx
fel bod dx =~ ldu. 3)

3
Trwy astudio’r integryn yn (1) gwelwn fod rhaid i ni amnewid am x, (5 — 3x)20
a dx. Bydd y ddau amnewidiad olaf yn defnyddio (2) a (3). Ar gyfer x nodwn

fod

u =5-3x
fel bod x = 5;“. (4)
Trwy amnewid o (2), (3), (4)1 (1) cawn

J(S;MJ u20, —é—du= -—-;—J(S—-u)uzo du

= %J.(u21 -5u”) du

Cofiwch fod yn rhaid
i’r integryn terfynol
gynnwys & yn unig.

u22 5u21
= - +k
9x22 9x21

_ (5-30% 5(5-3x%)°
198 189

+k.
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Integru 1

Enghraifft 7.10
2-3x
Darganfyddwch |—=dx trwy ysgrifennuu = v1+x.
J.\/1 +x

1
Nawr mae u = Jl+x = (1+x)? )
. du 1 _L 1
n rthoi — = —(l+x) %2 = .
Y dx 2( ) 241+ x
dx = 241+ x du. 2)

Nawr rhaid i ni gael gwared ag unrhyw beth sy’n ymwneud ag x o’r integryn.
Beth am y term 2 — 3x?

Nawr mae u = l+x

fel bod u2 = 1+x

ac mae x =ul-1

Yna mae 2-3x =2-32-1)

fel bod 2-3x = 5-3ul 3)

Unwaith eto: cofiweh sicrhau
mai dim ond termau u sydd yn yr
integryn terfynol.

Trwy amnewid o (2), (3) 1’r integryn cawn

a2
IS 3u 241+ x dx

[2(5 - 3u?) du

Vl+x
=2)5-3u2)du
= 2(5u—-u?)+k
= 10u-2u3+k
3
= 10J1+x-2(1+x)2 +k.
Enghraifft 7.11
Nawr gwyddom fod
J dx2 =tanlx+k
T+x
du 1
neu J' > = tan” u+tk.
1+u

(a) Trwy ysgrifennu x = au, darganfyddwch
J- dx

a’+x

5 (mae a yn gysonyn).

(b) Trwy ysgrifennu u = 2x, darganfyddwch

_[ dx
1+4x2
(a) = au (1)
fel bod % = l
dx a
neu dx = adu 2
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Integru I

dx

. .
a’ +x*

Amnewidiwch o (1) a (2) 1 J‘

Mae’r integryn yn mynd yn

_[——I——a du = a'[;du

2 2.2 2 2
a tau a (1 tu ) Yma eto, dim ond termau
_ _1~ du sydd yn yr integryn.
a’l+u’
_ tan~lu+k
a
= ltan_1 [fj +k.
a a
(b) u = 2x ¢))]
fel bod du 2
dx
neu dx = %du. )
dx

Amnewidiwch o (1) a (2) i jl o
+4x

Mae’r integryn yn mynd yn

11,  1; du
J1+u2-2-du - 5J1+u2

i

% tan~! (u) + &

% tan-1 (2x) + k. @

Yn aml, gellir cael gwared ag ail israddan mewn integrynnau trwy ddefnyddio

amnewidiadau trigonometrig. Hanfod trawsffurfiadau o’r fath yw bod
sin2u+cos2u=1,
1+tan? u = sec? u,

ar gyfer unrhyw werth o u.

Enghraifft 7.12

Defnyddiwch yr amnewidiad x =3 sin u

Gellid

dx datrys hwn hefyd trwy

i ddarganfod I R ddefnyddio x = 3u a defnyddio
> A
I-x =sin Tu+ cysonyn.

Nawr mae x = 3sinu

dx
fel bod — = 3cosu.

du
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Integru I

3 cos u du. )

Hefyd 9-x2 = N9-9sin’u —
) Pan welwch sin“u,
= J9(1-sin” u) meddyliweh am cos’u.
co

&
I

\/9005214.

i

9-x% =3cosu )
Mae’r integryn yn
Trwy amnewid o (1) a (2) i’r integryn cawn ymwneud ag u yn unig,
J-3 cosu = [ du
3cosu

Mae’r 1 wedi
ei gynnwys er mwyn gwneud
pethau’n gliriach.

Il I
g2 —
_+_ —
o
EaaR~S

i

Z.

=

L
N
W | =
~—

+

=

Nodwch fod yr amnewidiad trigonometrig wedi ein
galluogi i gael gwared &'r ail isradd yn yr integryn.

Enghraifft 7.13

.2
Defnyddiwch yr amnewidiad x = 5 sin « 1 ddarganfod f——L~ dx .
V25— x?

Nawr mae x = S5sinu
dx
fel bod — = Scosu
du
a dx = Scosudu. (1)

J25-25sin% u
— y25(1 - sin® u)
x/?.Scos2 u.

5 cos u. (2)

Hefyd 25— x°

il

It

25— x?

Trwy amnewid o (1) a (2) i’r integryn cawn

J'(S sin u)2

Scosudu = | 25 sin? u du
Scosu

= 25 sin? u du.

Mae angen defnyddio fformiwla ongl ddwbl gyda’r integryn [ sin2 x dx.

Nawr mae cos2u = 1 -2sinu
) 1—cos2 Gweler Adran 4.2
fel bod sinZu = _—Tﬁ
5 _ 1—cos2u
25[sin2udu = 25 j——z—— du
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Integru I

25
= 7_‘.(1—0052u)du

= -%5-([1 du -~ jcoszu du

= ——-— +k
2 2 2
25 . 4(x) 25 2sinucosu i
_751’“ 5 _'2"'—2_+ x=5sinu

u = sin’! (%)
25—-x*=5cosu

_ 252
U= ==

. COS

Ymarferion 7.3 Nodwch fod

Defnyddiwch yr amnewidiadau i ddarganfod yr

=sin Ix +k

integrynnau amhendant canlynol. 1-x

(a) j Sdr (w=x3+1)  (b) j\/id__x? (x =2u)
pe .
(©) j T x2) (@) j T (x = sin u)

x P COSX & — 142
(©) J.\/2x+l (=2t 1) ® j\/1+231nx (u +2smx)
x(x

(g) j:’;z (x =2 tan u) (h)j 2 4x (u=x2+4)

1) J'x\/x2 +ldx (u=x2+1)

(u=2x)

. dx
w J.\/l—4x2

® | f_‘l.e_eh

Q) _[tan x dx (mae u = cos x a nodweh fod tan x = 22F )
cosx

e @=x2+1)

dx (x=tanu)

(m) [ 0 [==
vVx©+1 x°+1

(o) Jsin‘*xcosxdx (u=sinx) (p) j 25—-x% dx  (x=5sinu)
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Integru 1

Darganfyddwch yr integrynnau canlynol trwy wneud defnydd o amnewidiadau
addas.

dr (dau amnewidiad posibl) (b) [v9-x? dx

@ | r——-:xz

(©) J-w/lJrsinx cos x dx (d) j9 dr :
+Xx

dx

| cosS x sin x dx
1+9x2 &

© |

(g) [sec? xtanx dx

dx (dau amnewidiad posibl).

b x
® '[\/9+x2

Defnyddiwch yr amnewidiadau i ddarganfod yr integrynnau canlynol.

(a) (‘—%dx (u=x-2)
J X —
(b) (‘———)i——dx (u=x%)
J 1—)64
(c) x(x-1)° (u=x-1)
(d) (x-D(x+2Ydx (u=x+2)
(e) ———f—z—~dx (x =sinu)
J N1=x*
(1
) —e], =2si
( ) xzm X (x =2sinu)
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Integru IT

Pennod 8

Integru II

Yn y bennod hon byddwn yn cyflwyno rhai technegau ychwanegol ar gyfer darganfod

integrynnau amhendant a byddwn hefyd yn ailystyried integrynnau pendant fel y rhai a

gyflwynwyd yn P1.

8.1

Integru trwy ddefnyddio ffracsiynau rhannol

Cyflwynwyd ffracsiynau rhannol yn Adran 2.2. Pan ddefnyddiwyd ffracsiynau
rhannol 1 ddarganfod integrynnau, gwelwyd' bod dau integryn safonol yn
ymddangos yn aml. Am y rheswm hwn, rydym am ystyried y mathau hyn o
integrynnau ymhellach.

Enghraifft 8.1
Darganfyddwch yr integrynnau canlynol.

4 6
(@) 3+5de ®) j(2x+3)2dx

Bydd yn ddefnyddiol os gallwch ddarganfod yr integrynnau uchod yn gyflym.
Am y rheswm hwn, rydym wedi gwneud crynodeb o rai o’r canlyniadau

cyffredinol (mae’r cysonyn integru wedi ei adael allan er hwylustod).

cdx c
j —Injax +b|. (A) amnewid u = ax + b
ax+b a

¢ - __ ¢
J‘(a)H—b)z dx = a(ax+b)' (B)

Rydym yn eich cynghori i ddysgu’r canlyniadau uchod yn drwyad].
Gan ddychwelyd at yr integrynnau yn (a) a (b), trwy ddefnyddio’r fformiwla

cawn.
(a) J' 4 dx = £1n|3+5xl Unwaith eto, nid
3+5x 5 ydym yn cynnwys
y cysonyn integru.
6 -6 -3
(b)  [———gdx = =
(2x+3) 2(2x+3) 2x+3)
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Integru 11

Ymarferion 8.1

Darganfyddwch yr integrynnau canlynol cyn gynted & phosibl.

1 6 2 5
@ e ® J(4x—7)2dx © J{3x+2+(3x+2)2}dx

Rydym yn awr yn barod i ddefnyddio ffracsiynau thannol i ddarganfod

integrynnau pendant. Rydym yn eich cynghori i gyfeirio at Adran 2.2 i’ch
atgoffa eich hun o’r gwahanol fathau o ffracsiynau.

Enghraifft 8.2

Defnyddiwch ffracsiynau rhanmol i ddarganfod yr integryn amhendant
-[ 4x-1
(x-2)2x+3)

Rydym am rannu’r integrand yn ffracsiynau rhannol fel yr awgrymwyd.

Boed 1 dx-1 = 4 + B , (1) Dau ffactor llinol
(x=2)(2x+3) x—2 2x+3 yn yr enwadur.

lle mae A a B yn gysonion.

Cewch wared &’r ffracsiynau yn (1) trwy luosi popeth gyda (x — 2)(2x +3).
: 4x-1 = AQx+3)+ B(x-2). 2

Boedix=2yn (2).

2) — = A2 +3)+B Mae dewis

42)-1 A2@2)+3) © gwerthoedd addas ar

fel bod 7 =74 gyfer x yn diddymu un
4 =1 o’r cyfernodau.

Boedix= —% yn (2).

e -me{
)

B =12

i

fel bod ~7

Trwy ddefnyddio’r ffracsiynau rhannol yn yr integrand, cawn

! + 2 dx=1n|x—2|+2.—1—1n\2x+3|+k
x—2 2x+3 2

Integrwch
derm wrth derm a
defnyddiwch ganlyniad (A)
ddwywaith.

= In|(x - 2)(2x + 3)| + &,
trwy gyfuno logarithmau.
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Integru Il

Enghraifft 8.3
Defnyddiwch ffracsiynau rhannol i ddarganfod
J' Tx%+2
(x=1(x+2)°

Un ffactor llinol,
un ffactor llinol wedi ei
ailadrodd.

2
Bodi —> 2 . A B, C = g
(x=D(x+2) x-1 x+2 (x+2)

lle mae 4, B ac C yn gysonion.

Cewch wared a’r ffracsiynau trwy luosi popeth yn (1) ag (x — 1)(x + 2)2.
Tx2+2 = Ax+22+Bx~Dx+2)+Clx-1). (2

Boedix=1yn(2).

7(1)2+2 = A(1 +2)2+ B(0) + C(0)
fel bod 9 = 94.
A = 1.

Boedi x=-2yn (2).
7(=2)2+2 = A(0)+ B(0) + C(-2 -1)
fel bod 30 = -3C
C = -10.
Nid oes gwerth amlwg arall o x i’w amnewid.

Boedix=0yn (2).
7002 +2 = A(2)?+ B(-1)(2) + C(-1)

fel bod 2 = 44-2B-C
4(1) - 2B - (-10)

Il

= 14-2B.
S 2B=14-2 =12
fel bod B =6

Trwy ddefnyddio’r ffracsiynau rhannol yn yr integryn, cawn

L, 0 10 e fp—tj+empet2 0 1k
x=1 x+2 (x+2)° x+2
= In( - 1] b+ 206) + == + &
x+2

trwy gyfuno’r logarithmau.

Crynodeb
Gellir crynhoi’r gwaith yn enghreifftiau 8.2 ac 8.3 fel a ganlyn. Mae'’r

llythrennau bach a, b, ¢, d, e, f, I, m, n, p, q, v, s, t yn cynrychioli cysonion a
roddir, mae’r priflythrennau 4, B, C, D, E ac F yn dynodi cysonion i’w

darganfod, ac mae & yn gysonyn integru mympwyol.
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Integru Il

Achos 1
j Ix+m

(ax+b)(cx+d)

i

A B
o ™

Il

fl—ln|ax+b|+§—ln|cx+ d|+k.
a ¢

Achos 11
jlm2+px+q
(ax+b)(cx + a’)2

_ C
- J‘a)c+5dx+ ch+gdx+ j(cx+d)2

= £1n|ax+b\+—l-)—ln|cx+d\—-—————-——+
a c clex+d)

Ymarferion 8.2

Dangoswch fod
j——éﬁi—— = In|(x-2)2(x +3)| + k.
(x=2)(x+3)
Dangoswch fod
j——ffzi’—l——— = h{"‘z) ik
(x+D(x—-2) x+1) x+1
Integrwch y canlynol mewn perthynas ag x.
A oes angen
(a) ____x_i__l____ (b) ___S.x_j_z_._ c 2x -5 ffracsiynau rhannol
2 2 2 2
3x“—x-2 x“—4x+4 x“=5x+6 yma:
1 1 18—-x
) — () —— ) —g
4x° -9 16-x 12x° -7x-12
1+5x+x° x+1 . 1
@ X m) T [~
x(x+1) (x-1) dx—x
Darganfyddwch Il al - dx trwy
-X
(a) ffracsiynau rhannol (b) amnewidu=1- x2.
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8.2

Integru IT

Integru fesul rhan

Gwelsom ym Mhennod 7 ei bod yn bosibl integru lluosymiau ffwythiannau o

dan rai amgylchiadau. Felly, er enghraifft, mae
1 u=x'ywr
,[x cos(xz) dx = E(Sin x2) + k. amnewidiad.

Er hynny, nid yw amnewid yn ddefnyddiol pan geisiwn ddarganfod
j x cos x dx

a rhaid meddwl am ffordd wahanol o ddatrys y broblem.
Y dull a ddefnyddiwn yw’r hyn a elwir yn integru fesul rhan ac mae’n perthyn

yn agos i’r dull o ddifferu lluoswm.

Nawr mae %(uv) = vg—y—+ug})—.

Trwy integru, cawn

I%(uv)dx = %;idﬂ u—dx

Mae integru
a differu yn canslo

i gilydd.
fel bod w = | %Z—der uSds nd

J.vg—u—dx = uy-— u-(—izdx. 0]
dx dx

Gelwir canlyniad (1) yn integru fesul rhan neu’r fformiwla rhannau.

Hanfod y dull integru fesul rhan yw ein bod yn amnewid integryn (Iv%:—dx)
. , . dv
am integryn sy’n haws i’w ddarganfod Iu adx .

Enghraifft 8.4
Darganfyddwch | x cos x dx.

Nawr mae’r integryn yn lluoswm o ddau derm, sef x a cos x.

Y fformiwla rhannau yw

Iv%dx = uv—J-ug—de. )

Peidiwch 4 phoeni
am y dewis arall sy’n bosibl:

du
V=cos X, — =X
dx

. _ du
Boed i V=X '&x"“ = cosx ar hyn o bryd. Fe drafodwn
dv hyn yn nes ymlaen.
felbod — =1, u = sinx,
dx

gan anwybyddu’r cysonyn integru pan fyddwn yn darganfod u o % trwy

integru.
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du dv
Mae amnewid am u, v, —, — 1) yn rhoi
o dxyn()y
[ x cos x dx =(sinx)x—]sinx.1dx
T 1 T
du
y  — u v
dx

Il

xsinx—(-cosx) +k = xsinx+cosx+k.

Felly, rhoddwyd integryn haws, sef [ sin x dx, yn lle [ x cos x dx mewn

gwirionedd.

Weithiau, fe ddefnyddir y fformiwla integru fesul rhan fwy nag unwaith mewn

cwestiwn.

Enghraifft 8.5
Darganfyddwch [ x2 e* dx.

Y fformiwla rhannau yw

du dv
y—dx = uv- lu—dx. 1
it = [ W
Boed i v = x2, gli = e*
dx

fel bod QX =2x, u = ¢k
dx

Yna mae’r fformiwla rhannau (1) yn rhoi
[x2exdx = (ex)xz—fe".Zxdx
felbod [ x2erdr = x2e¥ —2 [ xe¥ dx. )

Nawr nid oes modd integru [ xe* dx yn syth oherwydd presenoldeb y term yn x.
Gadewch i ni ddefnyddio’r dull o integru fesul rhan i ddatrys [ xex dx.

du

Boedi v = x, = ¢g¥

felbodEll =1, u = e~
dx

Yna mae jxexdx= erx — J-e“ 1 dx
= exx—j.e"'dx
fel bod [revar=ew—er+k

Trwy amnewid o (2) a (3) 1 (1) cawn
szede = x2e* - 2(e¥x — &) + k

= (x2-2x+2)e"+k
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Roedd yr integrynnau yn 8.5 ac 8.6 yn cynnwys pWwer o x (x ac x2, yn 6 eu trefn)
a dewiswyd y pwerau hynny o x fel v. Roedd y dewis ar
%";= Cos X, u=sinx

gyfer v yn addas gan ei bod yn hawdd darganfod u o du
dx du_ x X
" Y u=e

yn'y ddau achos. Gellir crynhoi’r ddwy enghraifft hyn yn

y rheol ganlynol ar gyfer dewis v a %

Pan fyddwch yn defnyddio integru fesul rhan,
0S yw un or ffwythiannau’n cynnwys | Rheoll
polynomial yn x a bod modd integru’r
ffwythiant arall yn hawdd, gadewch i

y = polynomial yn x,

% = rhan arall yr integrand.

Neu,

Pan nad oes modd integru’r rhan arall yn

hawdd, dewiswn Rheol 11

i’i: olynomial yn x
o polyn ynx,

a v = rhan arall yr integrand.

Enghraifft 8.6
Darganfyddwch | x2 In x dx.

Yma nid yw’n hawdd integru In x, felly rhaid defnyddio Rheol II.

Boed i v =Inx, — = x2,
dx

3
felbod ¥ = L, =%
X 3
Yna mae J.v—udx = uy-— J-u—d—‘idx
dx
3 3
yn rhoi 'fxz Inxde = ZInx— ﬁ—ldx
3 3 x
3 2
= 2y [Fd
3
3 3
=X - sk,
3 9
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Cofiwn fod x0 = 1 fel bod modd defnyddio Rheol II pan nad yw’n amlwg fod
pwer o x yn bresennol.

Enghraifft 8.7
Darganfyddwch [ tan~1 x dx.
Nawr mae [tan-ldx = 1. tan"1xdx.

Cawn ddefnyddio Rheol II gan nad yw’n hawdd integru tan~! x.

Dyna beth
yw’r cwestiwn!

Boed 1 v = tan~ !l x, % =1,
dx

fel bod Q—= 12, U= X
1+x
Yna mae Ivd—udx = uv-— ug‘idx
dx dx
yn rhoi [tan-lxdv = xtan™x— [— - dx
1+x

It

xtan™! x—%1n11+x2|+k.

Ymarferion 8.3

Defnyddiwch integru fesul rhan i ddarganfod yr integrynnau amhendant isod.

(a) Jxsinxdx (b) | x2 cos x dx (©) [ (x+ Dexdx
(@) [x3In2xdx () Ix2e>dx (® [sin~1xdx
(g) [Inxdx (h) [ x cos 2x dx (@) | (m - x) sin 3x dx

Trwy ddefnyddio amnewidiad, dangoswch fod
X 2
| dr = —V1-x7,

Vi-x*

gan anwybyddu’r cysonyn integru.

Defnyddiwch integru fesul rhan 1 ddarganfod
I sin” xdx.

Defnyddiwch integru fesul rhan i ddangos bod
jln(x“) dv = 24x+1[In(x+1)—-2]+k achymryd bod x >—1.

Vx+1

Defnyddiwch integru fesul rhan i ddangos bod
J- Inx o = %

1-x?

(x+1)* x+1

Inx —In(x+1)+ %, a chymryd bod x > 0.
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8.3 Integrynnau pendant
Ystyriwn nifer o enghreifftiau. Cofiwn fod

J S (®)dx = f(b)- f(a)

Enghraifft 8.8
Brasluniwch y gromlin y = sin x a’r llinell y = % rhwng x = 0 ac x = 7. Ar gyfer

y gwerthoedd hyn o x, cyfrifwch yr arwynebedd uwchben y llinell ac o dan y

gromlin.
Y &

Rydym & diddordeb yn y rhan sydd wedi ei thywyllu.
Mae’r gromlin a’r llinell yn croestorri ym mhwyntiau 4 a B, ac mae
cyfesurynnau x y pwyntiau hyn yn bodloni

sinx = % (gan wneud gwerthoedd y yn hafal)

felly mae x = E, 5—n
6 6

|

Rhan a dywyllwyd = arwynebedd o dan y gromlin rthwng pwyntiau 4, B
— arwynebedd y petryal a dywyllwyd

5716
= .[sinxdx——l—[s—ﬁ—zJ
276 206 6
_ Sn/i6 T
= [—COS)C]H/6 —;

b2

Enghraifft 8.9

/2

Darganfyddwch _[ xcos2xdx
0

Defnyddiwch integru fesul rhan gyda
du
vV =1Xx, — = Cos2x
dx

dv sin2x
p—— = 1, u =
dx 2
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|

0 0

2 sm 2x ™12 Sin 2x
Yna mae chos2xdx = [ } I 5 ldx

xsin 2x cos Zx}

0

COST cos0
sinT + -0 -—

T
4 4 4

1
=

B |-

1
4

Fel y gwelsom ynghynt, weithiau cyfrifir integrynnau trwy amnewid am
newidyn newydd. Weithiau, mae’n drafferthus ailysgrifennu’r canlyniad yn
nhermau’r newidyn gwreiddiol (gweler enghraifft 7.13). Pan fyddwn yn
darganfod integrynnau pendant gallwn osgoi’r broses o ailosod y newidyn
gwreiddiol trwy newid y terfannau fel eu bod yn cyfateb i’r newidyn newydd.

Enghraifft 8.10

3
X

Cyfrifweh |——=dx.

(S“sz +16

Rydym am ddefnyddio’r amnewidiad u =x2 + 16
du

fel bod = 2x
dx
a dx = —1— du.
2x

Rydym hefyd am drawsffurfio’r terfannau.
Panfox=0,mae u = x2+16 = 02+ 16 =16,
32416 = 9+ 16 = 25.

x =3, u

Yna bydd yr integryn yn

x du 1 ¢du
ffzx 3l

Nodwch y
terfannau ‘newydd’. Peidiwch 4
defnyddio ‘hen’ derfannau
gyda’r newidyn newydd.

Il

|
<

o
o
£
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Enghraifft 8.11

2
Cyfrifwch I\/ 4—x* dx trwy ddefnyddio’r amnewidiad x = 2 sin u.
0

Il

Nawr mae

fel bod

f

I

X 2s
ﬁdﬁ 2¢
du

neu dx 2¢

= J4—(2sinu)?

= \/4—4sin2u
= x/4(1—sin2u

Védcos u

2

Hefyd 4-x*

nu

os u
os u du.

2

cOS u.

4-x?

Rydym hefyd am drawsffurfio’r terfannau.

Maex=0ynrhoi 0 = 2sinu
fel bod u = sin—l(g—j =0.
Maex=2ynrhoi 2 = 2sinu
fel bod siny = 1,
u =sinl (1) = Z.

(1) 5
Yna bydd yr integryn yn
w2 7l2

Il

J-Z cosu.2 cosu du

4 _[cosz u du
0 0

_ 4”]-21+0052u
5 2
xl2
=2 Jl+cosZu du
0
. 712
_ Z[u sm2u}
2
_ 21{ sin/r_ _sinO
2 2 2

du

sin? u +cos? u =1

Amnewidiwch

am dx, V4 — x?
a’r terfannau.

cos 2u=2cos?u—1

cos 2u+1 2
—5 —— =cos*u




Integru II

Enghraifft 8.12

Cyfrifweh jﬂx—-ifldx, trwy ddefnyddio’r amnewidiad u = x2 + 4.
0 X"+
Nawr mae u =x2+4
du
fel bod — = 2x
dx
1
a dx = — du.
2x

Nodwn fod modd ysgrifennu x2 + 2 yn nhermau « fel a ganlyn:
x2+2 =x2+4-2=u-2.
Rydym hefyd am drawsffurfio’r terfannau.

Panfo x=0,mae u = x2+4 = 02+4 = 4,

x=2, u =22+4 =4+4 =38
Yna bydd yr inte n

g yaey gyny 3 Rhaid i’r integryn terfynol
jx(u—z).—l—dx _ _1_ J'u —z.dx gynnwys & yn unig.
iou 2 2, u

1 8

= 5[”—211’114]4
1

= J8-2m8-4+21n4]

2
= 1 4+ln—4— = l 111—1—g
2 82 2 64

= 2+llnl = 2—-lln4
2 4 2

=2-In2.
Ymarferion 8.4
Cyfrifwch yr integrynnau canlynol.
1

zi2

(c) _[cosz xdx
0

dx X
(@) J‘ \/9_-_2— (b) 6[xe 2d)c
/2

(e) jsin2 xcosx dx

d
@ J.\/25 4x*

x+l x 4smu
© j G GBS m -
n/3 5

7l2

2 1
0 szsinxdx & [x*mxds () [re? dx
1
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Integru 11

Cyfrifwch yr arwynebedd rthwng y gromlin y = cos x, yr echelin x

a’r llinellaux=0acx= g’—

Cyfrifwch yr arwynebedd rhwng y gromlin y = cos™! x, yr echelin x

a’rllinellaux=0acx=1.

Cyfrifwch yr arwynebedd rthwng y gromlin y = tan x, yr echelin x

a’r llinellaux=0acx= %

Cyfrifwch yr arwynebedd rthwng y gromlin y = x sin x, yr echelin x

a’r llinellaux=0acx= —TZE

Brasluniwch y llinell y = % a’r gromlin y =sin 2x thwngx=0acx = %
Cyfrifwch yr arwynebedd yn eich brashun rhwng y llinell y = —;—, y gromlin

y=sin 2x, a’r llinell x = %

Cyfeintiau solidau cylchdro

Gellir defnyddio integrynnau pendant i gyfrifo cyfeintiau arwynebeddau
cylchdro. Dangosir y dull hwn trwy wneud enghraifft.

Enghraifft 8.13
Cyfrifwch gyfaint y solid a geir trwy gylchdroi o gwmpas yr echelin x yr
arwynebedd o dan y = %x, ox=0ix=4.

Mae’r arwynebedd dan sylw wedi ei dywyllu yn y diagram. Gwelwn fod
cylchdroi’r rhan dywyll yn creu con.

Gofynnir i ni ddarganfod cyfaint y ¢6n hwn.
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Dangosir elfen nodweddiadol o arwynebedd o dan y = —;—x isod.

V4

Mae cylchdroi’r arwynebedd hwn o gwmpas yr echelin x yn creu elfen
nodweddiadol o gyfaint. Yn fras, yr hyn yw’r elfen gyfeintiol hon
yw silindr o drwch Ax, gyda radiws un o’r wynebau

Mae maint yr elfen
a dywyllwyd wedi’i dangos yn
fwy nag ydyw mewn
gwirionedd.

cylchol yn y, a radiws y llall yn y + Ay. Felly mae’r
cyfaint a geir yn gorwedd rhwng un silindr a chanddo
gyfaint o 1y2Ax a silindr a chanddo gyfaint o 7(y + Ay)?Ax.

Mae swm cyfeintiau’r silindrau llai (neu fwy) yn frasamcan o’r cyfaint sydd ei
angen. Trwy wneud Ax yn ddigon bach, gallwn sicrhau bod y swm hwn yn
mynd mor agos ag y dymunwn at gyfaint y solid cylchdro.

Felly mae’r cyfaint sydd ei angen = lim Emy2Ax = lim ZIn(y + Ay)? Ax.
Ax—0 Ax—0

4
Y derfan hon yw jny2 dx.

x=0

Yn gyffredinol, y cyfaint cylchdro
b

rthwngx=a,x=byw Inyz dx.

a

Yn yr achos hwn, mae y = %x, fel y’i rhoddir gan hafaliad y 1linell.

Felly’r cyfaint sydd ei angen yw

T
4

a
N | —
=
%
1l

4
sz dx
0

i
[ —
S8
bo w
L1
o £

Il
=
=
Q
o
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Enghraifft 8.14

Cyfrifwch gyfaint y solid a geir trwy gylchdroi o gwmpas yr echelin x
(a) yrarwynebeddodany=x2o0x=1ix=2,

(b) yrarwynebeddodany=tanxox=0ix= —}

Y fformiwla y dylid ei defnyddio yn y ddau achos yw
b

Cyfaint =, jny2 dx
lie mae y = f{x).
(a) Y cyfaint yw
2 x=2 x=2
nfy’de = [P dr = x jx“dx
1 x=1 x=1

(b) Y cyfaint yw
n/4 n/4 /4

i Iyz dx =nm I(tanx)z dx = = Itanzxdx
0 0 0

Pan welwch tan?
meddyliwch am
sec’ x gan fod
1 + tan’x = sec2x

n/4

=7 .[seczx-l dx
1]

/4
0

b tanE—E—O+O
4 4

n{l——%}z%@-n).

Gellir defnyddio fformiwla debyg os yw’r arwynebeddau’n Mae x ac y wedi
cylchdroi o gwmpas yr echelin y. Yn yr achos hwn, mae’r cyfnewid eu rol.
d

rhan sydd wedi ei thywyllu yn creu cyfaint o = Ixz dy.

4

= m[tanx - x]

yd“‘ /

0
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Enghraifft 8.15

Cyfrifwch gyfaint y solid a geir trwy gylchdroi o gwmpas 1{3 1
yr echelin x yr arwynebedd yn y pedrant cyntaf, sydd
thwng y=x4, y=1, y=16 a’r echelin y.

16 16

Y cyfaint yw T _[xz dy =nmn JV; dy
1 1

2 5 16

3

= 331‘[43 —1] S %73[64——1]

= 427.

Ymarferion 8.5

Cyfrifwch gyfeintiau’r solidau a geir trwy gylchdroi pob un o’r arwynebeddau a
geir o fewn y cromliniau a’r llinellau canlynol, o gwmpas yr echelin x:

(@ x+2y—-4=0,x=0,x=4,y=0;
(b) y=x2+2, y=0,x=0,x=1;
(© y=+x,y=0,x=4

(d) y=x(x-2), y=0,x=0,x=2;

(e) y=l,y=(),x= 1, x=2.
X
Cyfrifwch gyfeintiau’r solidau a geir trwy gylchdroi pob un o’r arwynebeddau a
geir o fewn y cromliniau a’r llinellau canlynol, o gwmpas yr echelin y:
(@ y=x-2,y=0,y=1,x=0;
(b) x=\/;,x=0,y=4;
(c) y=x2+5,x=0,y=9;
(d) 2=x,x=0,y=2.
Mae’r arwynebedd a geir thwng y gromlin y = cos x + sin x, yr echelin x a’r
llinellan x = 0 ac x= % yn cylchdroi o gwmpas yr echelin x. Cyfrifwch y

cyfaint dan sylw.
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Ffurfir cwpan trwy gylchdroi’r rhan honno o’r gromlin y = x2 — 4 sy’n gorwedd
rhwng (2, 0) a (3, 5) a’r echelin y. Cyfrifwch y cyfaint dan sylw.

Mae’r arwynebedd a geir rhwng vy llinell y = %, yr echelin x, a’r llinellau x = 0,

x = h yn cylchdroi o gwmpas yr echelin x. Cyfrifwch gyfaint y con dan sylw.

x2 + y2 = r2 yw hafaliad cylch sydd ’i ganol yn y tardd a’i radiws yn r.
Brasluniwch y cylch yn y pedrant cyntaf (x > 0, y > 0) a thywyllwch yr
arwynebedd a geir thwng y gromlin ac echelinau x ac y. Cyfrifwch y cyfaint a
geir pan gaiff yr arwynebedd ei gylchdroi o gwmpas yr echelin x. Cyfrifwch
gyfaint sffér sydd 4 radiws 7.
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Pennod 9

Hafaliadau Differol

Defiyddir mathemateg mewn amryw o feysydd er mwyn datblygu theoriau: cemeg,

economeg, peirianneg, ffiseg, cymdeithaseg, er enghraifft. Pan ddefnyddir mathemateg

mewn sefyllfa o’r fath, dywedwn fod y sefyllfa honno ‘wedi ei modelu’n fathemategol’

neu ein bod wedi creu ‘model mathemategol’ o’r sefylifa.

Gallai model mathemategol gynnwys cyfradd newid mewn maint.

9.1

Cyfraddau newid
Dyma enghreifftiau o gyfraddau newid mewn gwahanol feysydd.

Cyflymder a Chyflymiad
Os v () yw cyflymder gwrthrych ar amser #, ei gyflymiad yw cyfradd y newid
mewn cyflymder gydag amser ¢ ac felly fe’i dynodir gan %

Cyfraddau Newid Ffwythiannau
Os yw y = f{x), yna % yw cyfradd newid y mewn perthynas ag x a chaiff e
ddehongli fel goledd (neu raddiant) y gromlin y = f{x) ar ryw bwynt.

Model Malthus o Dwf Poblogaeth
Fe ddatblygodd yr economegydd Thomas

Cymerir yma .
y gall N(f) gymryd unrhyw
werthoedd an-negatif. Yn
ymarferol dim ond gwerthoedd
cyfanrifol an-negatif y gall N(?)
eu cymryd.

Malthus fodel yn ymwneud 2 chyfradd newid
poblogaeth ddynol.
Os N(f) yw maint y boblogaeth ar amser ¢

yna %—Nt— neu N'(¢) yw cyfradd newid N(z).

Lledaenu Gwybodaeth

Yma fe ystyrir sut y caiff hanesion a negeseuon eu lledaenu mewn cymdeithas.

Os P(¢) yw cyfran y boblogaeth sydd wedi derbyn y neges, yna mae gennym
ddiddordeb yn y gyfradd newid %l; neu P '(¢).
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9.2

Hafaliadau Differol

Defnydd Ymbelydrol yn Dadfeilio
Mae wraniwm pur yn dadfeilio’n araf iawn i sylwedd arall

Mae ﬂn_<0

oherwydd bod gronynnau alffa yn cael eu rhyddhau.
gan fod m(t) yn

lleihau gydag
amser.

Felly bydd swm yr wraniwm a geir mewn talp o sylwedd

yn llethau. Os m(f) yw swm yr wraniwm yna i—’: YW

cyfradd newid swm yr wraniwm.

Cyfraddau Newid ym myd Economeg

Yna aml, gelwir cyfraddau newid ffwythiannau ym myd Economeg yn ‘werth
ffiniol” y ffwythiant. Er enghraifft, os C(x) yw’r gost o gynhyrchu x eitem,

gelwir y gyfradd newid %—f— neu C '(x) yn ‘gost ffiniol’. Caiff C '(x) ei

ddehongli fel brasamcan o’r gost o gynhyrchu eitem ychwanegol pan fo x eitem

eisoes wedi eu cynhyrchu.

Hafaliadau differol
Hafaliadau sy’n cynnwys deilliadau neu gyfraddan newid ffwythiannau yw
hafaliadau differol. Dyma rai enghreifftiau nodweddiadol:

%;i = 32+ 41+ 6, 1) (mecaneg)
’n = AP(1 - P), (i) (lledaenu sibrydion)
dZQ do A gwefr drydanol

a dt—2 + 3Ht_ +20 = 2sint (ii1)

Yn hafaliadau (i), (ii) y deilliad uchaf oedd y cyntaf (gﬁ neu ilﬁj . Yn hafaliad
t t

2
(ii1) y deilliad uchaf oedd yr ail [%-22} Gelwir hafaliadau (i) a (ii)) yn
¢

hafaliadau differol trefn un, a gelwir hafaliad (iit) yn hafaliad differol trefn dau.

Rydym am gyfyngu ein hunain i hafaliadau trefn un.

Ceir dau fath o hafaliadau differol trefn un, sef
(a) integru’n uniongyrchol,
(b) newidynnau sy’n gwahanu.

Fe ddatblygir y syniadau hyn trwy ystyried rhai enghreifftiau.
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(a) Integru’n uniongyrchol

Mae’r hafaliadau hyn ar ffurf % = f(¥).

Gellir cael newidynnau
eraill ar wahdni xa ¢

e.e. %—i— = {(p).
Enghraifft 9.1

Graddiant cromlin yn y pwynt (x, y) yw 4x” + 2
x

Darganfyddwch y yn nhermau x.
Nawr y graddiant yw % fel bod

Sd—2}-=4x3 +g.
dx x

[ ddarganfod y mae angen mynegiad arnom a fydd, o’i ddifferu mewn perthynas

. 2
ag x, yn thoi 4x” +=.

x
Yna gellir ailysgrifennu Yy 2

dx X
fel

o2
X

gan roi y=x"+2In|x|+k,
lle mae k yn gysonyn. 1)

Dywedwn mai (1) yw ateb cyffredinol yr hafaliad differol (‘cyffredinol” gan ei
fod yn cynnwys cysonyn mympwyol ).

Mae dau bwynt yn codi o Enghraifft 9.1. Mae’r pwynt cyntaf yn ymwneud a’r
dull cyffredinol, sef

osyw L= f(x)

ynamae y = _[ f(x)dx, I
neu fynegiadau cywerth yn

ymwneud & newidynnau eraill.

Yr ail bwynt yw hyn: yn ystod yr integriad a ddangosir yn (I) mae cysonyn
integru mympwyol anhysbys k (dyweder) yn ymddangos.

I bennu gwerth i k, mae angen gwybodacth ychwanegol arnom.
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Enghraifft 9.2

Darganfyddwch fynegiad ar gyfer y(x) o wybod bod
Y =2e™ -1
dx

abody=3panfox=0.
Gan gymhwyso (I) at

d—y=26‘x -1,

cawn y= f(2e_x —1)dx

fel bod y=-2e" -x+k. (1)
Mae amnewid x =0, y =3 yn (1) yn pennu gwerth k.
s 3=-2e"-0+k
Sk=3+2e" =5.

Mae amnewid y gwerth hwn ar gyfer £ yn (1) ynrhoi y = -2e™ —x+5.

Enghraifft 9.3
Cost cynhyrchu x eitem yw c¢(x) ceiniog. A bwrw bod y gost ffiniol

de 3000
— yn———— a bod ¢ = 50 pan fo x = 0 (cost sefydlog), darganfyddwch
o yn(x+100)2 P ( fydlog), darganfy

fynegiad ar gyfer c(x). Faint mae’n ei gostio i gynhyrchu 100 eitem?

dc 3000
Ynawr —=——
dx  (x+100)*
felbod c¢= 3000 —dx
(x+100)
c=“3000+k, (1)
x+100

lle mae & yn gysonyn.

Mae amnewid x = 0, ¢ = 50 yn (1) yn rhoi

50 = —3000+k
100

Cost cynhyrchu 100 eitem yw
—-3000

¢ =——+80 = 65 ceiniog.
100+100
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Ymarferion 9.1
Nodwch a yw’r hafaliadau differol canlynol yn integru’n uniongyrchol ai
peidio. Darganfyddwch atebion cyffredinol yr hafaliadau hynny sy’n integru’n

uniongyrchol.

dy dy dx .
a) — = 1+x b) — = ¢) — = tsint
(@) i (b) el (c) %

dx . dx .
d) — = xsinx e) — = xsint.
@ ds ©) dr
Darganfyddwch ateb

_d_x_ = 4 cos 2t,

de
o wybod bod x =1 pan foz=0.

xlnx yw graddiant cromlin yn y pwynt (x, ). O wybod bod y =2 pan fo x =1,
darganfyddwch y yn nhermau x.

Y gost o gynhyrchu x eitem yw c¢(x) ceiniog. Gan gymryd bod y gost ffiniol %xc—

yn 3x2 — 12x + 15 ceiniog a bod ¢ = 50 pan fo x = 0 (costau sefydlog),
darganfyddwch fynegiad ar gyfer c(x). Faint yw costio cynhyrchu 100 eitem?

Darganfyddwch hafaliadau’r cromliniau canlynol:
(2) Cromlin yn mynd trwy’r pwynt (0, -2) a e” % =1.

(b) Cromlin yn mynd trwy’r pwynt (g ,O) a %

=sinx—Xx.

() Cromlin yn mynd trwy’r pwynt (n, 1) ac mae ei graddiant yn y pwynt
(x,y) yn xcosx.

(b) Newidynnau sy’n gwahanu

Yma rydym am ystyried hafaliadau o’r ffurf
d _ f(x)
& g0

neu yn yr un modd, g(y)% = f{(x),

Gallai hafaliadau
eraill gynnwys
newidynnau eraill,
wrth gwrs.

lle mae f(x), g(y) yn dibynnu ar x ac y yn unig, yn 0l
eu trefn. Hanfod hafaliadau o’r fath yw bod modd
gwahanu’r newidynnau x ac y, sy’n egluro’r enw
newidynnau sy’n gwahanu.

Dyma enghreifftiau o hafaliadau o’r fath:
dy _ sinx dy dy _e*
T

g(y) = 1. Mae modd
integru’r hafaliad hwn yn

=—, y—=xt1, == uniongyrchol hefyd.

dx cosy =~ dx dx
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Cyn datrys hafaliadau fel y rhain, rydym am sefydlu canlyniad y bydd ei angen
yn yr ateb.

Canlyniad rhagarweiniol
Gadewch 1 ni dybio bod y yn dibynnu ar x ac rydym yn differu sin y mewn

perthynas ag x.

d . ._d . ~dy rheol ffwythiant o
Felly a(sm y) = a}—(sm ¥) i
dy
Mae integru’n

gwrthdroi differu.

. dy
siny = |cosy—dx.

y f Y Ir

d
Fel bod —(siny) = cosy —=. 1
dx( ») Y 3 6]
Gan wrthdroi’r cantyniad hwn, ysgrifennwn
dy Nid oes cysonyn
J.cos y . dx = siny. integru yma. -

Gan fod _[ cosy dy =siny,

Gadewch i ni integru (1) mewn perthynas ag x.
d ., . dy

—(siny)dx = }cosy—dx
f Giny) foos y—

dy . _
gwelwn fod jcos ygx—dx = I cos y dy.

Mewn gwirionedd, mae ix—y dx wedi ei ysgrifennu fel dy.

Yn fwy cyffredinol,

JerZax = fe) . | @

Bydd canlyniad (II) yn ein galluogi i ddatrys hafaliadau sydd yn y ffurf lle mae’r
newidynnau’n gwahanu.

Felly mae Y _ )
dx  g(y)
. dy
rhoi — = f(x).
yn (0] & (x)

Integrwch y ddwy ochr mewn perthynas ag x.
dy
= dx = [ f{x) dx.
Jeo < )
Gan ddefnyddio canlyniad (II), cawn
L le@)dy = Ifmar. | qm

Mewn geiriau, mae canlyniad (1) yn datgan y dylid:

(i) gwahanuxacy,a

(i) integru’r mynegiadau a geir mewn perthynas ag x ac y.
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Enghraifft 9.4

Datryswch yr hafaliad differol
y o_x

&
o wybod bod y =2 pan fo x =1.

Gan ddefnyddio canlyniad (III), cawn f(x) =x, gO) =

fydy = [ xdx
2 2 Beth bynnag yw ffurf hafaliad
fel bod DA K differol trefn un, mae’r ateb bob tre’n
2 2 cynnwys un cysonyn mympwyol.,

lle mae K yn gysonyn integru mympwyol.

[Gyda llaw: nodwch mai dim ond un cysonyn integru sy’n angenrheidiol er ein

bod wedi gwneud dau integriad, oherwydd bod
2 2

y X
Y 40 =2-+C
2 ! 2 2

2 2
. y x
rhoi L. ="—+(C-C
yn > ) 2~ L1
a gellir ystyried C, — C; fel cysonyn unigol X.]

K, =2K.
Nid yw lluosi o’r fath yn
angenrheidiol ond
mae’n hwylus.

Rydym yn Iluosi popeth yn (1) & 2 er mwyn cael
gwared &'t ffracsiynau
R g SURC)

Nawr mae (2) yn cynnwys cysonyn anhysbys.
Trwy amnewid x = 1, y =2 yn (2) cawn

22 = 12+K,

fel bod Ky =22-12 =3

Trwy amnewid y gwerth hwn am Ky yn (2), cawn
y2 = x2+3,

sef y berthynas angenrheidiol thwng x ac y.

Enghraifft 9.5
Datryswch y_ 2 , 0 wybod bod y =1 pan fo x =0.
dx 1+x

Mae canlyniad (III) yn rhoi
Il dy = j__l__ dx.
y

1+x Ysgrifennwch
K=In4
Injy| =n|l1+x|+K er hwylustod.
= In|1+x|+n4
fel bod m|y| = In@|1+x),
trwy gyfuno logarithmau.
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Yna mae eyl = glnd|l+x Nodweddion
neu y o= A|l+x . 1) logarithmau

Rydym yn cymryd bod y > 0 ac x + 1 > 0 fel bod modd ysgrifennu (1) fel

y = A(x+1). (1)
Gan fod y = 1 pan fo x = 0, mae
1 = A0 +1).

synrthoi4=1.
Trwy amnewid y gwerth hwn am 4 yn (1), cawn
y = (x+1).

Gwelir hafaliadau differol lle mae’r newidynnau’n gwahanu mewn amryw o
feysydd.

Enghraifft 9.6

Mae’r swm o wraniwm m(t) a geir mewn talp o sylwedd ar amser ¢ yn lleihau
gydag amser. Tybir bod cyfradd llethau m(¢) ar amser ¢ mewn cyfrannedd
gwerth m(z).

Ysgrifennwch hafaliad differol ar gyfer m(z).

Pan fo = 0, mae m(f) = my. Os yw gwerth m(¢) yn haneru dros gyfnod o amser
T, darganfyddwch fynegiad ar gyfer m(f) yn nhermau mg a 7.

Nawr mae m(f) yn llethau gydag amser ac mae cyfradd y lleihad ar amser ¢

mewn cyfrannedd ag m(z).

o km, (>0
dt

lle mae k yn gysonyn cyfrannedd anhysbys.

Trwy wahanu’r newidynnau, cawn
d
] o= [ —kde
m

Ni ddefnyddir
y modwlws yn In Im |
gan fod m > 0.

Inm@) = -kt +C,
lle mae C yn gysonyn.

Yna mae elnm() = e~kt+C
fel bod m(t) = ek eC,
‘ m(t) = Ae X (1)

Dyma’r ateb cyffredinol. Gallwn ddarganfod y cysonyn 4 oherwydd bod

It

m = mg pan fo t=0.
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Trwy amnewid y gwerthoedd hyn yn (1) cawn

mg = Aed
fel bod A = my.
Trwy amnewid y gwerth hwn am 4 yn (1), cawn
m(t) = mgek. 2)

Hyd yma nid ydym wedi rhoi gwerth i’r cysonyn cyfrannedd k. Mae gennym
ychydig o wybodaeth ychwanegol, ac fe’i defnyddiwn fel a ganlyn.

Nawr mae m = %mo panfo t=T.

Trwy amnewid am y gwerthoedd hyn yn (2) cawn
1

= —kT
—mgy = mye
9 0 0
fel bod ekt = L
2
. 1
Cymerwch logiau .. — k7T = In B
neu kT = In2.
g = 2
T
Trwy amnewid am 4 yn (2) cawn
_(In2)
m@) =mge T
0 _L _t Lluosi indecsau.
= m (el"2> T =mp2 T Sylwch mor ddefnyddiol
N yweli=gq,
T

m(t)

i

3

<
TN
N |
N

Enghraifft 9.7

Boed i P(¢) fod y gyfran o’r boblogaeth sydd wedi ei heintio ag afiechyd ar
amser 7. Tybir mai 7P(1 — P) yw cyfradd newid P(z), lle mae » yn gysonyn.
Ysgrifennwch hafaliad differol a fodlonir gan P a darganfyddwch ateb
cyffredinol yr hafaliad hwn.

Darganfyddwch P(f) yn nhermau r a t os yw P = 0.01 pan fo ¢ = 0.

dp
— = rP(1 - P). Math lle mae modd
det gwahanu’r newidynnau.
Felly mae J.P(l ) = [rar. 1)

Er mwyn darganfod yr integryn ar yr ochr chwith yn (1) rydym yn defnyddio
ffracsiynau rhannol.

] 1 A B dau ffactor linol
Boed 1 “—P(I—P) = F+1—P. yn yr enwadur
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- 1 = A(1 - P)+BP.
BoediP=0, .. 1 = A(1—-0)+B0
fel bod 4 =1
Boedi P=1,.. 1 = A(0)+B
fel bod B =1

1 11

P(1-P) P 1-P
Yna gan ddefnyddio (2) yn (1), cawn

l+-—1— dP = rt+Kk.
P 1-P

“ In|P|-ln|1-P|=r+K

In P = rt+ K.
1-P
L ot +K = et oK = Aeit,
__Pi_. = Aert.
1-P
Nawr mae 0 < P <1 fel bod
P __F
1-P| 1-P
Yna mae (3) yn newid yn
—_— = Aert
1-P
P = A(1 - P)et
rt
a pp = A< -4
1+4de” e+ 4

Dyma’r ateb cyffredinol.

[ Nodwn wrth fynd heibio fod lim P(r) = -

t—o

Nawr mae P =0.01 pan foz=0.

+ 4

Trwy amnewid y gwerthoedd hyn yn (4) cawn
A

0.01 = = —4——
v A+l
0.014+0.01 = 4
fel bod _ 0.01 _ 0.01 _
1-0.01 0.99

1

99

Trwy amnewid y gwerth hwn am 4 yn (4) cawn

P = —2— =
€
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Ymarferion 9.2

Darganfyddwch ateb cyffredinol

dy
= = 4x3y2,
I Y

Darganfyddwch y o wybod bod

iy_ = ex+3y
dx

abody=0panfox=0.

Darganfyddwch ateb cyffredinol

secx§y—+secy = (.
dx

Darganfyddwch ateb cyffredinol
dy _ 2 yx2
dx y2 +1 .

Peidiwch 2 cheisio ysgrifennu’r
ateb yn y ffurf y = f(x).

Uchder tanc yw 9 metr ac mae’n llawn o ddwr. Pan fo # = 0 mae’r dér yn
dechrau gollwng trwy dwll yng ngwaelod y tanc. Os x(#) metr yw dyfnder y
dwr ar amser ¢ eiliad ac o wybod bod

100 - ~x,
d

cyfrifwch yr amser sy’n mynd heibio (mewn munudau) cyn bod y tanc yn wag.

Mewn adwaith cemegol, caiff y berthynas thwng y swm x(f) o un sylwedd ar

amser ¢ a’r gyfradd newid x(¥) ei chynrychioli gan yr hafaliad differol
dx
— = k(4 —x)(8 —x),
p» (4-x)(8-x)
lle mae k yn gysonyn. Os yw x = 0 pan fo ¢ =0, mynegwch ¢ yn nhermau x a .

Darganfyddwch werth & os yw’n hysbys bod x = 3.6 pan fo 7= 2.

Y
3+x

Mae cromlin yn mynd trwy’r pwynt (1, 4) a’i goledd yn y pwynt (x, y) yw

(lle mae x > 0). Darganfyddwch hafaliad y gromlin ar gyfer x > 0.
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Pennod 10

Cyflwyniad i Fectorau

Yn y bennod hon a’r bennod nesaf byddwn yn rhoi sylw i fesurau y mae angen eu
disgrifio trwy ddynodi eu maint a’u cyfeiriad.

10.1 Fectorau a sgalarau
Gadewch i ni ystyried y sefyllfa ganlynol: rwy’n cerdded 100 metr, yn stopio,
yna’n cerdded 50 metr arall. Pa mor bell ydw i o’r man cychwyn? Os
meddyliwch am hyn am ychydig fe ddewch chi i’r casgliad ei bod hi’n amhosibl
rhoi ateb manwl i’r cwestiwn. Y cyfan y gallwch ei ddweud yw bod yr ateb
rhwng 50 a 150 metr. Mae’r diagram yn dangos rhai o’r sefyllfacedd posibl a
allai godi; S yw’r man cychwyn, F yw’r man gorffen.

F
T
100 — 50
S 100 — 50— F S F 0 S 100 —

Felly nid yw’r cwestiwn fel ag y mae yn ddigon manwl: mae angen mwy o
wybodaeth am y cyfeiriadau rydw i’n cerdded iddynt. Mewn geiriau eraill, er
mwyn disgrifio fy nadleoliad terfynol SF, rhaid dynodi cyfeiriadau a meintiau y
ddwy ran o’m taith.

Fectorau yw’r enw a roddwn ar fesurau y mae eu diffiniad cyflawn yn cynnwys
maint a chyfeiriad.

Defnyddir teip trwm i’w cynrychioli mewn testun printiedig. Er enghraifft,
byddai fy fector o S 1 F yn cael ei ddynodi fel SF. Wrth ysgrifennu fectorau
dylech eu tanlinellu: SF.

Enghreifftiau eraill o fectorau yw cyflymder, cyflymiad T mae 30 metr/eiliad
a grym (mae chwaraewyr rygbi yn gwybod vy yn wahanol {
gwahaniaeth rhwng cael en gwthio ymlaen ac yn 6l yn 1 30 metr/eiliad

y sgrym, er enghraifft).
Sgalarau yw’r enw a roddwn ar fesurau y mae eu diffiniad cyflawn yn cynnwys
maint yn unig. Enghreifftiau o sgalarau yw arwynebedd, cyfaint a buanedd.
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Er mwyn ymdrin & fectorau mae angen diffiniadau ychwanegol arnom a rhai
rheolau ar gyfer eu trin.

Diffiniadau

Defnyddiwn saeth, hynny yw, llinell syth & phen saeth arni, i gynrychioli fector.
Rhoddir cynffon y fector ar ryw fan cychwyn ac mae’r cyfeiriad a ddewisir ar
gyfer y saeth yr un fath a chyfeiriad y fector. Gan nad yw’r diffiniad hwn yn
cynnwys safle (dim ond maint a chyfeiriad), gallwn dynnu nifer anfeidraidd o
linellau i gynrychioli’r fector v, y dangosir tair ohonynt.

el

Yr enw a roddir ar faint fector v yw ei fodwlws a dyma hyd y llinell sy’n
cynrychioli’r fector. Fe’i cynrychiolir gan | v | neu v.

v
P

hyd = ‘vl neu v

Mae’n dilyn o Ddiffiniad 1 bod dau fector yn hafal os oes ganddynt yr un maint

a chyfeiriad.

/ /
Yna vV = W
gan fod lv] = |w|

ac mae cyfeiriad v yr un fath a chyfeiriad w.

Mae fector sydd 4’r un modwlws & v ond sy’n mynd i’r cyfeiriad dirgroes yn
cael ei ddynodi gan —v.

v
Mae’r fector kv, lle mae k yn rhif positif real, yn fector sy’n baralel i v

o faint k| v | neu kv. Felly mae 2v yn baralel i v ond ei faint yw 2 | v | neu 2v.

109




Cyflwyniad i Fectorau

ol

Mae’r fector —Iv (/ real a phositif) yn fector o faint / | v | gyda chyfeiriad sy’n
groes i gyfeiriad v. Felly mae gan —3v faint o 3 | v | a chyfeiriad sy’n groes i

//

O gael dau rif k ac [ a fector a, mae
k(la) = (kl)a = [(ka) Nid oes rhaid i’r
Yn arbennig, mae 3(2a) = 6a =2(3a), fector fod yn v.
—4(5a) =—-20a = 5 (-4a).

gyfeiriad v.

Pan gaiff b ei luosi 4 0 (sero) cawn fector o faint sero a dim cyfeiriad.
Ysgrifennwn y fector sero hwn fel

Ov=0.
Mae’r fector sero yn cael ei luniadu fel e .

Ymarferion 10.1

Edrychwch ar y gosodiadau isod am y fectorau a ddangosir a dewiswch yr ateb

CYWIr.
/ b\ ¢ d
€ y‘ ¥ h/'
Dewis Ydyw Nac ydyw
(i) Aywa=b? (i) a=0? (iii) b=g? (iv) = _g?
(v) b=-lg llemac0<1<1? (vi) e=-d? (vii) |a|=|e?
(viii) e=3f (%) h= %a?
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10.2 Adio a thynnu fectorau a rheolau ar gyfer eu trin

pelltercedd gyda
chyfeiriad yw
dadleoliadau

Er mwyn deall sut y gellir cyfuno fectorau rhaid i ni
yn gyntaf ystyried sut y cyfunir dadleoliadau.

Gadewch 1 ni dybio fy mod i’n cerdded 30 metr i’r dwyrain ac yna 40 metr i’
gogledd-orllewin, gan gychwyn yn S a gorffen yn F, a mynd trwy bwynt A fel y

dangosir.
F
, G
1
! b G + Dn
: 45 A
S 2 A D

Mae gan y ddau ddadleoliad SA ac AF faint a chyfeiriad a gellir ystyried eu
bod, dyweder, yn fectorau a a b. Os cynrychiolwn y fectorau fel y dangosir
gwelwn fod dadleoliad SA neu a wedi’i ddilyn gan ddadleoliad AF neu b yn
rhoi dadleoliad SF.

Yna gallwn ystyried bod y fectorau (dadleoliad) a a

Mae’r adiad hwn
yn wahanol i’r + rhifyddol
arferol wrth gwrs.

b yn cael eu hadio, ac os yw
SF = ¢ yna mae
c=a+b.
Mae cyfuno dadleoliadau fel hyn yn enghraifft o’r
ddeddf adio fectorau drionglog gyffredinol.

Y Ddeddf Adio Fectorau Drionglog
Tybiwch fod gennym ddau fector u a v. Caiff y fectorau eu hadio trwy roi man

cychwyn un fector (v dyweder) ger pen saeth y fector arall (u) a chwblhau’r
triongl gyda’r llinell ddotiog fel y dangosir. Gan fod y fector u yn cael ei
luniadu’n gyntaf (thowch gynnig arni) mae’r cyfuniad o fectorau’n rhoi u +v.

N

Os lluniadwn v yn gyntaf ac yna rhoi man cychwyn u ger pen saeth v

@ (i)

cawn v + u fel y dangosir yn (ii).
Mae’n amlwg o (i) a (ii) bod

u+v=v+uJ

felly nid yw trefn cyfuno (neu ‘adio’) y fectorau yn bwysig.
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D.S. Gellid defnyddio dull arall o adio fectorau, sef y ddeddf adio baralelogram,
ond ni fyddwn yn ymdrin 2’r dull hwn yma.

Enghraifft 10.1
Defnyddiwch y ddeddf adio drionglog yn y canlynol.
1) Adiwch y ddau fector d ac e.
e
f
'\ '

(i1)  Dangoswch fod (d +e) + f=d + (e + {).

)
e
N
7 + / d
d: ‘d+e neu € d,/ 2

e
(11)
C
e+f £
A B
(0]

Nawr mae (d + e) + f yn golygu adio d ac e yn gyntaf, ac yna adio f at y
canlyniad. Hefyd mae d + (e + f) yn golygu adio e ac f yn gyntaf, ac adio’r

(i

Symudwyd y
saethau i’w gwneud
hi’n haws i luniadu’r
diagram.

canlyniad hwn at d.

Yn y diagram,

mae OA+AB=0B
ac mae OB +BC=0C.
Hefyd mae AB+ BC=AC
ac mae OA+AC=0C.

Gwelwn fod (d + e) + f a hefyd d + (e + f) yn hafal i OC, felly deuwn i'’r
casgliad fod
(d+e)y+f=d+(et+f
a bod y ddau swm hwn yn hafal i
d+e+f
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Tynnu Fectorau
Cofiwn fod —b yn fector sy’n hafal i b o ran maint ond sy’n mynd i’r cyfeiriad

/ b
a

Diffiniwn a — b fel a + (-b). Yna i ddarganfod a — b rydym yn cildroi cyfeiriad

dirgroes.

b ac yn darganfod a + (- b) fel y dangosir.

-b
ﬁ-—-———_—-
a—b:
| a
¥

Enghraifft 10.2
O gael y fectorau ¢ a d fel y dangosir,

darganfyddwch
1) %c +2d (i) 2¢e - %d (iii) 2d+d (iv) 3d-2d

2d )
yn rhot 3d
d
(i)
-2d yn rhoi d
3d
(iv)
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Mae rhannau (ii1) a (iv) yn dangos y canlyniad hwn: os yw m ac n yn unrhyw
rifau real ac os yw v yn fector yna mae

Yn (ii)maem=2,n=1,
yn(ivymaem=3,n=-2
acmae v =d.

mv +nv=_(m-+n)v

Enghraifft 10.3
Dangoswch fod (i) 2(a + b) =2a + 2b, lle mae a a b fel y dangosir.

/ \l‘)
a b
A /IE(;T
atb

2 O’r diagramau gellir gweld
bod 2(a +b) =2a+ 2b.

2a

2a+2b

Mae Enghraifft 10.3 yn dangos y canlyniad cyffredinol hwn: os yw m ac n yn
unrhyw rifau real, ac os yw a a b yn unrhyw fectorau, yna mae

m(a + b) =ma + mb.

Mae’r deddfau adio a thynnu a’r rheolau trin a roddir uchod yn ein galluogi i
symleiddio mynegiadau a datrys hafaliadau’n cynnwys fectorau, fel mewn
algebra cyffredin.

Enghraifft 10.4

(1) Symleiddiwch 4(a +b) +6(b+c¢)—3 (a—b +¢).

(1) Darganfyddwch y fector x o wybod bod
2a+6b+9x=8a—-4x-b.

(1) 4a+b)+6(+c)-3(a-b+c)=4a+4b+6b+6¢c—3a+3b-3c
= a+ 13b+3c

(1) 2a+6b+9x=8a-4x-b.

Defnyddiwch reolau cyfarwydd algebra.

9x +4x = 8a—b-2a-6b

fel bod 13x = 6a—-"Tb

ac mae X = —1—(6a - 7b).
13
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Byddwn yn cloi’r adran hon trwy gymhwyso fectorau at sefyllfaoedd

geometregol.

Enghraifft 10.5

Mae’r fectorau a = AB a b = AC yn ffurfio dwy ochr y triongl 4BC. D yw
canolbwynt y llinell BC. Darganfyddwch fynegiad ar gyfer DA yn
nhermau a a b.

A
a b
B D C
Nawr mae DA = DB-AB DB =DA + AB
= DB-2a o’r ddeddf drionglog
Hefyd mae DB = —1—-CB :l(a—b) AC =CB = AB
? 2 felly CB = AB ~ A
Yna mae DA = 5(a—~b)— a
-1 a- 1 b-a
2
= -~ (a+h)
Enghraifft 10.6

Mae’r fectorau a = AB a b = AC yn ffurfio dwy ochr y triongl ABC. M yw
canolbwynt AB ac N yw canolbwynt AC. Darganfyddwch fynegiadau ar gyfer
MN a BC.

Diddwythwch fod MN yn baralel i BC a darganfyddwch y gymhareb %]g—

A
M N
B C
Nawr mae BC = AC-AB
= b-a.

Hefyd mae MN = AN-AM

1 1 Canolbwyntiau
Tt

1 1 1
= —b-—a=—(b-a)
2 2 2( )
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Felly mae MN = % BC fel bod MN yn baralel1 BC
ac mae MN = % BC

MN 1
neu mae —_— = =

BC 2

Ymarferion 10.2

Trwy ystyried y diagram ar gyfer adio dau fector, esboniwch pam mae
latb[<[a[+]|b].

Beth yw’r berthynas thwng a a b pan geir hafaledd?

Fectorau a benderfynir gan ddwy ochr gyfagos hecsagon rheolaidd yw a a b.

a
Darganfyddwch y fectorau a benderfynir gan ochrau eraill yr hecsagon.

A__ b E B
a
A 4
D F C

Yn y petryal ABCD mae AEFD yn sgwar ac mae EB =3A4E. Osyw AD =a ac
os yw AE = b, darganfyddwch EB, EC, DB, AC ac FB yn nhermau a a b.

Mae pedwar pwynt O, 4, B ac C yn peri bod OA, OB, OC yna,baccynoleu
trefn.

E yw canolbwynt AB ac F yw canolbwynt ar £C fel bod £F yn %EC.

C

Darganfyddwch fynegiadau ar gyfer y fectorau AB, AC, AE ac EF.
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O, 4, B, C a D yw pum pwynt fel bod OA=a, OB=b, OC=a—-3b ac
OD = 4a +b. Darganfyddwch AB, BC, AD yn nhermau a ab.

Datryswch yr hafaliadau canlynol ar gyfer y fector x.

() a+3b-2x=4b—a+3x

(i1) x+23-—b=—lx+a—%b
3 3

Fectorau safle
Hyd yma, nid yw’r diffiniad o fector wedi ystyried ei safle:
mae fectorau sydd &’r un modwlws a chyfeiriad yn gywerth, / /'
beth bynnag yw eu safleoedd.
Ambell waith, mae’n briodol i ddefnyddio diffiniad mwy lleoledig a nodi man
cychwyn fector. Yn arbennig, mae fector safle pwynt P, 0’i gymharu a thardd,
yn cynrychioli’r llinell o O i P o ran maint a chyfeiriad. Felly mae gan OP
ddiffiniad unigryw ac ni all gael ei gynrychioli gan unrhyw linell arall sy’n
baralel i OP ac sydd o’r un hyd.

P

)

Gellir cymhwyso’r rheolau trin arferol at fectorau safle.

Enghraifft 10.7

Mae gan bwyntiau 4, B, C a D fectorau safle a, b, ¢ a d o’u cymharu a thardd O.

Y pwyntiau E, F, G ac H yw canolbwyntiau AB, BC, CD ac AD, yn 8l eu trefn.

(a) Darganfyddwch fectorau safle E, F, G ac H.

(b)  Darganfyddwch fectorau EH ac FG a diddwythwch fod EFGH yn
baralelogram.
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OE = 0A + AE
1 OB = OA + AB,
fel bod OE=a+ > AB €8] deddf drionglog

(a) Fector safle E yw OE (heb ei ddangos)
ac mae

Nawr mae AB=0B - 0A
fel bod AB=b-a.
Trwy amnewid am AB yn (1), cawn

1 1
OE =a+ —-(b—~a)=—(a+Dh).
2( ) 2( )
Nodwn wrth fynd heibio mai —;— yw fector safle canolbwynt AB (fector

safle 4 + fector safle B); enghraifft arbennig o ganlyniad mwy
cyffredinol yw hon.

Yn yr un modd, mae

OF =—;—(b+c), OG=%(c+d)

ac mae OH = %(a +d).

_ OH=OE + EH
(b) EH—(l)H—OE 1

=~ (@+d)—-(a+h)

2 2
S W DR PO Y
2" 2 27 2
1
=-(d-b
2( )

Hefyd mae FG =0OG - OF
1 1 1
==(ctd)==(b+c)=—-(d-Db
2( ) 2( ) 2( )
Yna mae EH = FG

fel bod EH yn baralel i FG
ac mae EH =FG.

Felly, mae EFGH yn baralelogram oherwydd bod ganddo bar o ochrau
sy’n baralel ac o’r un hyd.

Yn Enghraifft 10.7, darganfuom fectorau safle canolbwyntiau gwahanol

linellau. Mae yn aml yn ddefnyddiol cael mynegiad ar gyfer fector safle pwynt
ar linell sy’n uno dau bwynt y mae eu fectorau safle yn hysbys.
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I ddareanfod, mewn cymhareb benodol, y pwynt sy’n rhannu Hinell sy’n uno

dau bwynt.
P

o

B

Gadewch i ni dybio bod gan y pwyntiau 4 a B fectorau safleaab a bod P yn

bwynt sy’n rhannu 4B fel bod AP - PB =X :p. Ynamae fector safle P yn cael

ei gynrychioli gan
OP = OA+AP
fel bod OP = a+AP ¢))
AP A
Nawr mae —=—
PB
fel bod AP = A
AB A+p
ac AP = A AB. 2)
A+H
Os nad ydych yn deall sut y ceir (2), darllenwch y canlynol.
Mae 4P A yn thoi AP = &PB
PB Atp 9
Yna mae Ap AP _Mpp/pp,pp
AB AP+PB 7
_ A PB / APB +pPB
B IS
- lpp / PB o v
H H
_ A
A+p
Gall (2) gael ei ysgrifennu yn nhermau fectorau fel
AP = A AB = A (b —a).
A+p A+ p
Yna mae amnewid am AP yn (1) yn rhoi
OP = a+ A (b-a)
A+p
_ (A +p)a+ b -a)
A+l
pa+Ab

A+p
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Nodiadau

1.

Nodwch batrwm y canlyniad ac felly datblygwch y gallu i ysgrifennu’r
canlyniad ar unwaith.

_ Ab+pa
A+l

Mae’n bosibl eich bod wedi sylwi bod cael y canlyniad hwn yn dasg yn
eithaf llafurus. Fe’ch cynghorir i ddarllen y prawf eto a dysgu ffurf gryno

amo. Yn arbennig, dylech ysgrifennu
A

A+

AP = AB

ar unwaith.

Enghraifft 10.8
Mae gan y pwyntiau 4, B, C a D fectorau safle a, b, ¢ ac a + b — ¢ 0’u cymharu
a thardd O.

(@)

(®)

©

(2)

(®)

Darganfyddwch fector safle y pwynt E ar y llinell 4D fel bod
AE ED=1:2.

Darganfyddwch fector safle y pwynt F ar AB fel bod
AF:FB=1:2,

Dangoswch fod EF yn baralel i DB.

g 2 D Gan ddefnyddio’r canlyniad a

4 gafwyd ynghynt

OF - 1(OD) + 2(0A)
1+2

0 _ l(a+b-¢)+2(a)
3

fel bod fector safle £ yn %(321 +b-c).

B OF I(b) +2a
1+2

1
= —(2a+Db).
3( )
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F EF = OF-O0OE
1 1
= —(Ra+b)~—Ba+tb-c¢
e S (2a+b) - ( )
= %(23+b—3a~b+c)
o
1
= —(c—a
3( )
Yn yr un modd, mae
DB = 0OB-0D
= b-(a+b-c¢)
= b-a-b+e¢
= c¢c—a
Felly mae EF = %BD
fel bod EF yn baralel i DB.

Ymarferion 10.3

Mae 4, B, C a D yn bwyntiau gyda fectorau safle a, b, ca2a —b —c yn 6l eu
trefn.
(a) Darganfyddwch fector safle canolbwynt BD.

(b) Darganfyddwch fector safle pwynt E ar AD fel bod
AE ED = 3:2.
(©) Darganfyddwch fector safle y pwynt E ar 4B a gynhyrchir fel bod
AE = 34B.

Mae gan A, B ac C fectorau safle a, b ac ¢ o’u cymharu a4 thardd O.
Canolbwyntiau O4, OB, CA ac CB yw D, E, F ac G, yn 0] eu trefn.
Dangoswch, trwy ddarganfod eu fectorau safle, fod canolbwyntiau DG ac EF yn
cyd-daro, h.y. mai yr un pwynt ydynt.
Mae gan fertigau 4, B, C a D paralelogram ABCD fectorau safle a, b, c ad, yn
61 eu trefn. Dangoswch fod
d=a+c-b.
Mae’r pwyntiau E, F yn gorwedd ar AC ac 4B, yn 6l eu trefn, lle mae
AEEC =1:3 ac AF:FB = 1:2.

(a) Darganfyddwch fectorau safle £ ac F.

(b) Dangoswch fod D, E ac F yn gorwedd ar linell syth.
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4. Mae gan fertigau 4, B ac C triongl fectorau safle a, b ac ¢ yn 01 eu trefn. Mae’r
pwynt D yn gorwedd ar BC fel bod

CD:DB = 2:1.
(a) Darganfyddwch fector safle D.

(b) Dangoswch fod y pwynt E sydd 2 fector safle
la+ib+zc
7 7 7

yn gorwedd ar AD a darganfyddwch AE : ED.

10.4 Fectorau dau-ddimensiwn a thri-dimensiwn
Ystyriwn y ddau fector amharalel a a b a ddangosir isod (nid ydynt yn llecledig
o anghenraid). Gall unrhyw fector ¢, fel yr un a ddangosir, sy’n gorwedd yn y
plan sy’n cynnwys a a b gael ei gynrychioli fel swm Iluosrifau llinol a a b.

v

¢=la+ mb,
la mb

lle mae [ ac m yn rhifau real.

Vi

c

Dylai ychydig o ystyriaeth ac arbrofi eich argyhoeddi y gellir mynegi ¢ yn
nhermau a a b mewn un ffordd yn unig.

Gall unrhyw fector ym mhlan fectorau amharalel a a b gael ei
gynrychioli’n unigryw fel swm lluosrifau sgalar a a b.

Enghraifft 10.9

Tybiwch fod a a b yn fectorau amharalel a bod 4a +/b =ma - 2b, (1)

lle mae [ ac m yn rhifau real.

Mae ochrau chwith a de (1) yn gynrychioliad o fector yn nhermau a a b. Gan
fod y cynrychioliad yn unigryw, rhaid bod cyfernodau a a b ar y chwith a’r dde
yn hafal.
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Bu’r drafodaeth hon
yn weddol fanwl. Ar 6l
i chi ddeall,
gellir ei byrhau.

Mae’r ffaith fod y cynrychioliad o fector yn
nhermau fectorau ambharalel yn unigryw yn
ddefnyddiol iawn wrth ateb problemau.

Enghraifft 10.10
Mae pwyntiau D ac E yn ganolbwyntiau ochrau AC a BC triongl ABC, yn 6] eu
trefn. Mae’r llinellau AE a BD yn croestorri ym mhwynt G. Trwy gymryd

fectorau AB =b ac AC = ¢, dangoswch fod DG = %DB abod EG = %EA.

C

A b » B

Cymerwn y fectorau b ac ¢ fel yr awgrymwyd. Ein strategaeth yw darganfod
dau fynegiad ar gyfer fector safle G (0’i gymharu ag 4).

Yn gyntaf, gadewch i ni ystyried G fel pwynt ar AE. Os yw AG 1 AE=X: 1,
mae fector safle G 0’1 gymharu ag 4 yn

AG LAE E
= A(AB+BE) AAB

i

= Ab+ABE
2
= Ab+ &(c—b)
2
fel bod AG = %(b+c). (1)

Yn ail, gadewch i ni ystyried G fel pwynt ar BD a gadewch 1

DG:GB=p:1-p. Ynamae fector safle G (ar BD) yn

MAB+(1-p)AD _
pel-p

HAB + (1 — p)AD

= pb+(l—u)%AC L

AG= whi(-pe @
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Trwy wneud y ddau fynegiad ar gyfer AG yn (1) a (2) yn hafal, cawn
&b+2&c: pb + L c.
2 2 2 2

Gan fod b ac ¢ yn fectorau amharalel,

A ,
b g 3 Mae’r ddadl a roddwyd
(b) 2 H 3) yn Enghraifft 10.9
v 1 wedi cael ei byrhau.
0
c — === 4
(© 5375 “

Datryswch (3) a (4) ar gyfer A a u. Gan hafalu % 0(3)a(4), cawn

-1l p
H 2 2
a1
2 2
:l
1 3
2
Ynao (3), A =3-.
Felly mae DG:DB=u:1=l:l=1:3
3
DG=§DB
2 1
ac mae EG:AE =1-A:1= —§:1=§:1neul:3
EG=— E4

Os oes gennym fector d nad yw’n gorwedd ym mhléan y fectorau a a b, ni ellir ei

gynrychioli fel swm o luosrifau a a b.

Nid yw d wedi
el gynnwys yn y plan sy’n
cynmwys a a b fel bod
d # /a+ mb.

A siarad yn fras, os ydym wedi ein cyfyngu i symudiadau ar hyd cyfeiriadau a a

b byddwn wedi ein cyfyngu i’r plan sy’n cynnwys a a b. I symud allan o’r plan

hwn mae angen symudiad arnom sy’n baralel i fector ¢ (dyweder) sydd heb ei

gynnwys ym mhlanaab.
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OP =[a+mb + nc

Mae’n gyfleus ystyried y fectorau fel fectorau dadleoliad, fel y dangosir. Yna
gellir cyflawni’r dadleoliad trwy wneud
@) symudiad ar hyd OA (/a),

(i1) symudiad ar hyd AB (mb),
a (ili)  symudiad ar hyd BP (nc).
Ynamae OP =la+ mb +ne.

Gofynnwn i chi dderbyn bod y cynrychioliad hwn yn unigryw.

Gall unrhyw fector d gael ei gynrychioli’n unigryw yn
nhermau tri fector amharalel, anghymhlan (non-
coplanar) a, b, ¢ fel

d =la+mb + nc,

Mae anghymbhlan
yn golygu nad ydynt yn
gorwedd yn yr
un plan!

lle mae I, m, n yn rhifau real.

Mae’r ffaith bod y cynrychioliad yn unigryw yn bwysig.

Enghraifft 10.11

Os oes gennym dri fector amharalel, anghymhlan a, b ac ¢ ac os yw
3a+pb+4e = ga+3b-+tre,

yna, ar sail dadleuon tebyg i’r rheiny yn Enghraifft 10.9, mae

qg = 3,
p = 3
yr = 4.

Enghraifft 10.12
Mae gan y pwyntiau 4, B, C, D fectorau safle a, b, ¢, d, lle mae a, b, ¢ yn
fectorau amharalel, anghymhlan. O wybod bod ABCD yn baralelogram,
dangoswch fod
d = atc-b.
E yw canolbwynt AB ac mae’r llinell DE yn croestorri AC yn F.
Dangoswch fod AF : AC 1:3
abod DF : DE 2:3.

I

Il
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Mae fector safle D yn cael ei gynrychioli gan
OD OA + AD
= 0OA+BC
= a+0C-0B
= at+c-b

Il

Y strategaeth ar gyfer gweddill y cwestiwn hwn yw darganfod dau fynegiad ar
gyfer OF a’u hafalu.

Boed i AF :AC = A:1,
DF:DE= p:1.

Gan fod F yn gorwedd ar AC,
OF = OA+AF
= 0OA+AC
= a+Ai(c—a)
felbod OF = (1-Aa+c (1)

Yn yr un modd, gan fod F yn gorwedd ar DE,
OF = OD+DF

= d+ uDE
= d+p (OE - OD)
= d + pOE - nOD

=du—m+u%m+m

E yw canolbwynt AB

felbod OF = a( —%j+(§;--1)b+(l—p)c @)

= (a+c—b)(1—u)+%a+%b

Gwnewch y mynegiadau yn (1) a (2) yn hafal ar gyfer OF.

S(1=Ma+he = a(l—l—;—)+(§§—ljb+(l—u)c 3)
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Gan fod a, b ac ¢ yn fectorau amharalel, anghymbhlan:

1-2 = 1-£, ) (a)
2
3
0= -1, ©) (b)
2
A= 1-p (6) (c)
. 2 1 2 .
mae (5)ynrhoi p = 3 acmae A = §,u= 3 yn bodloni (4) a (6).
Ynamae AF:AC = A:1 = %:l
2
acmac DF:DE = p:l1 = 5:1

neumae AF:AC = 1:3 acmae DF:DE = 2:3.

Ymarferion 10.4

Mae gan bedwar pwynt 4, B, C, D fectorau safle a, b, ¢, a + b — ¢ 0’u cymharu

4 thardd, yn 61 eu trefn. Mae’r llinellau AB ac CD yn croestorri yn E. Gallwch

gymryd mai fectorau amharalel, anghymhlan yw a, b, c.

(i) O wybodbod AE: AB=A: 1 abod CE: CD = p : 1, ysgrifennwch ddau
fynegiad ar gyfer OE.

(i)  Darganfyddwch OE.

Yn y paralelogram ABCD mae gan y pwyntiau 4, B, C, D fectorau safle a, b, ¢,
a+c—b, yn ol eu trefn, lle mae a, b, ¢ yn fectorau amharalel, anghymhlan. M
yw canolbwynt BC ac N yw canolbwynt CD.

Mae’r llinellau AM a BN yn croestorri yn y pwynt P.

O wybod bod AP : AM =): 1 abod BP : BN = : 1, darganfyddwch

(a) dau fynegiad ar gyfer fector safle P,

(b) fector safle P.

Mae gan y pwyntiau 4, B, C a D fectorau safle a, b, ¢ a 2a — 2b + ¢, yn 0l eu
trefn, lle mae a, b ac ¢ yn fectorau amharalel, anghymhlan. Mae’r llinellau AC

a BD yn croestorri yn P. Dangoswch fod gan P fector safle

2 1
—a+—c
3 3

Mae gan y pwyntiau 4, B ac C fectorau safle a, b a ~2a + b o’u cymharu &
thardd O, lle mae a a b yn fectorau amharalel. L yw canolbwynt OA.
Darganfyddwch fector safle y pwynt lle mae BL yn croestorri AC.
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10.5 Cydrannau Cartesaidd fectorau
Yn Adran 10.4, dangoswyd y gallai unthyw fector gael ei gynrychioli yn
nhermau tri fector amharalel, anghymhlan a, b ac ¢. Gellir symleiddio
cyfrifiadau trwy wneud dewis arbennig o fectorau a, b ac ¢.
Gadewch 1 ni gyflwyno ffram gyfeirio Gartesaidd dri-dimensiwn sy’n cynnwys

pwynt sefydlog O, y tardd a thair echelin gydberpendicwlar Ox, Oy ac Oz.
z

y sgriw yn symud
I’r cyfeiriad hwn

+if
Vs

eylchroi i’r
cyfeiriad hwn

Hf y

X
Mae’r trefniant o echelinau ar gyfer set law-dde o echelinau fel a ganlyn: os

yw’r sgriw yn symud ar hyd yr echelin z bositif, mae’r bawd yn cylchdroi o’r

echelin x bositif i’r echelin y bositif.
Pob un
o faint 1,
wrth gwrs

Yna cymerir fectorau uned i, j, k yn baralel i
echelinau Ox, Oy ac Oz yn 6l eu trefn.
Yna gall fector F gael ei ysgrifennu yn y ffurf

F=FIi+Fj+Fk,
lle mae Fji, Fj, Fk yn gydrannau’r fector sy’n %

baralel i’r echelinau Ox, Oy, Oz.

Z4

Fyi sz/ -
}

x & Fyj

Gall y fector F fod yn llinell OP lle mae gan P gyfesurynnau (F,, F,, F,) o’u
cymharu ag O.

Sylwer ei bod hi’'n bosibl nad yw fector F yn lleoledig. Os felly, mae
cyfeiriadau’r echelinau yn bwysig ond nid yw eu lleoliad mewn gofod yn
bwysig.

Yn achos fectorau lleoledig, mae lleoliad yr echelinau yn bwysig.

Mae’r fectorau uned i, j, k yn amharalel ac anghymhlan; felly mae’r
cynrychioliad o fector yn nhermau’r rhain yn unigryw.
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Enghraifft 10.13
Os yw ai+bj+ck=3i-j+4k
yna mae a=3,b=-1, c=4

Modwlws fector
Mae modwlws y fector
F=Fi+Fj+Fk

yn cael ei gynrychioli gan hyd y llinell OP, lle mae P yn bwynt (F,, F,, F,). Yna

mac
OP=F’+F’+F/
ac felly mae | Fi+ F,j + F k| = OP = JE2+F}+F.

Enghraifft 10.14
Modwlws 3i - 2j — 4k yw \ﬁz +(=2)" +(-4)°

=49+4+16 =429

Gall y fformiwla ar gyfer modwlws gael ei gymhwyso i ddarganfod modwlws

Mae cymhwyso
Theorem Pythagoras
ddwywaith yn rhoi’r
canlyniad hwn.

Sylwer bod -2, —4
Wedi eu sgwario ac
yn rhoi 4 ac 16.

swm algebraidd nifer o fectorau.

Enghraifft 10.15

Os yw a = 3i+2j-2Kk,
b = 6i-2j+k,
¢ = 2i+j-3k,

darganfyddwch | 2a — 3b + ¢[.

Darganfyddwn yn gyntaf 2a — 3b + c.

Ynamae 2a —3b+¢ = 2(3i+2j-2k) - 3(6i—2j+k) +2i+j-3k
(6—18+2)i+(4+6+1)j+(—4—3—3)k
-10i + 11j — 10k.

Adiwch y
rhannau i, j, k
ar wahan.

I

Il

Ynamae [2a - 3b +¢| = 4[(-10)? +11% +(~10)* =321,

Os rhoddir fector mewn ffurf Gartesaidd mae’n syml darganfod fector o unrhyw

faint sy’n baralel i’r fector hwnnw.
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Enghraifft 10.16

Os yw fector a = 3i + 4j + 2k, darganfyddwch
(1) fector uned sy’n baralel i a,

(1)  fector o faint 14 sy’n baralel i a.

(i) Nawrmae |a| = v32+42+22 =429,

Yna mae fector uned sy’n baraleli a yn kallemae k|a|=1.
1

la|

D.S. Mae’n werth

- mae fector uned sy’n baralel i a yn

@ _ L sivgem
29

la] V29
neu 3 i+ 4 i+ 2 k
V29 4297 29

cofio bod 2
la|

yn fector uned

sy’n baralel i a.

(1) Mae fector sy’n baralel i a, o faint 14, yn ka lle mae k| a | = 14.
14
E o= —
|a]
Yna’r fector angenrheidiol yw

14 14
L= (3i+4j+2K)
lal 29

42 ., 56, 28

neu I+ J+ k.
V29 V297 29

Gellir ystyried mai modwlws fector yw’r pellter 247 p,

rhwng dau bwynt mewn gofod tri-dimensiwn. Gellir
ystyried bod y pwyntiau P,(x,, y,, 2,) @ Py(x,, y,, 2,) y

X

ym mhennau sacthau dau fector safle OP,, OP, fel
bod

OP, = xjityj+zKk,
OP,= xi +y,j +z)k,

a PP,= OP,-OP, = (x, ~x)i+ (v, —y)j + (z, - z,)k.

Ynamae |PP,|= (x, —x,)° + (3, —9,)" +(z,~z,)*.

Gellir defnyddio’r fformiwla hon ar unwaith i ddarganfod y pellter thwng dau
bwynt.
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Enghraifft 10.17
Darganfyddwch y pellter thwng y pwyntiau (1, 2, -3) a (-2, 1, -4)

Mae’r pellter = \/(l — (22 +(2-1)% +(-3-(-4))

=32 +12 417 =411,

Ymarferion 10.5

Darganfyddwech y fectorau cydeffaith a’u meintiau yn (i) a (ii), o wybod bod
a=2i-3j+k, b=-3i+2j-3k, c=itk

1) a+tb+c

(i) a-—2b+3ec.

Darganfyddwch fectorau uned sy’n baralel 1

@ itjtk
(i)  2i+j
(i)  Si.

O wybod bod

2ai+3(@+b)j+2a-b+ok = (2+a)i+4bj+(3c-2)k,
darganfyddwch werthoedd g, b ac c.

Darganfyddwch y pellterau rhwng y parau canlynol o bwyntiau:
0, 1,-D, (2,-1,-2); (0,-1,1), (-3,-4,-5).
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Pennod 11

Rhagor am Fectorau

Yn rhan gyntaf y bennod hon defnyddir dulliau fector i ddarganfod hafaliadau llinellau
syth. Yna ystyrir dull o gyfuno dau fector i gynhyrchu sgalar.

11.1 Yr hafaliad fector ar gyfer llinell syth

Gall llinell mewn gofod tri-dimensiwn gael ei dynodi mewn un o ddwy ffordd,
sef
(i) lle dynodir bod y llinell yn mynd trwy bwynt penodol mewn
cyfeiriad penodol,
neu (i)  lle dynodir bod y llinell yn mynd trwy ddau bwynt penodol.

@) Llinell o gyfeiriad hysbys sy’n mynd trwy bwynt penodol

Yma mae’r llinell yn mynd trwy bwynt 4 sydd a fector safle a, ac mae’n baralel
1’r fector b.

Gadewch i ni ddarganfod fector safle pwynt cyffredinol P ar y llinell.
Nawr mae r = 0OA+AP,
neu mae r = a+AP. )

Mae’r fector AP yn baralel i’r fector b ac felly mae o’r ffurf Ab, lle mae A yn
rhyw rif real. Yna gellir trawsnewid hafaliad (1) yn
r = at+Ab. (2)
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Gelwir (2) yn hafaliad fector y llinell; gan fod A yn amrywio yn (2) bydd yn rhoi
gwahanol bwyntiau ar y llinell.

Gellir mynegi’r hafaliad (2) mewn ffurf Gartesaidd.
Yna os yw r = xit+yj+zk,

Il

a ai+ajtak,
b = bjit+b,j+ bk,
Gall (2) gael ei ysgrifennu fel
xityj+zk = aji+taj+ak+Mbitb,j+bk)
felbod xi+yj+zk = (a,+Ab)i+ (a, +Ab,)j+ (a;+ Aby)k.

Yna trwy ystyried y termau yn i, j, k, cawn

x = a, +Ab,
y = a,+ A\b,, 3)
a z = a; Ab;.

Gelwir yr hafaliadau yn (3) yn hafaliadau paramedrig y llinell. Pan ddiléir A o
bob un o’r hafaliadau yn (3), cawn

x-a, y-a, z-a, @
bl b2 b3 .

Enghraifft 11.1

Darganfyddwch ffurf fector a ffurf Gartesaidd yr hafaliad sy’n mynd trwy
(1, 2, —4) sy’n baralel i’r fector 4i — 2j + 3k.

Mae gan y pwynt (1, 2, —4) fector safle i + 2j — 4k.

Yna hafaliad fector y llinell yw

i+2j -4k +i(4i-2j+3k)

(1 +40)i+ (2 -20)j+(—4+30k.

r

Il

Ffurfiau Cartesaidd hafaliadau’r llinell syth yw

x = 1+4}%
y = 2-=2A
a z = —4+3A
neu x—I:y—2:z+4‘
4 -2 3
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(i) Llinell sy’n mynd trwy ddau bwynt hysbys

Yma mae’r llinell yn mynd trwy bwyntiau 4 a B sydd a fectorau safle a a b, yn

6l eu trefn. Gadewch i ni ddarganfod mynegiad ar gyfer fector safle r rhyw

bwynt cyffredinol P ar y llinell AB.

Yna mae r = OA+AP
neu mae r = a+AP. 4)

Nawr mae AP yn baralel i’r fector AB fel bod

AP = )\AB,
lle mae A yn rhyw rif real.
Hefyd mae AB= b-a
fel bod AP= )\(b - a). %)

Mae amnewid o (5) i (4) yn rhoi
r = atMb-—a) 6)

(6) yw hafaliad y linell syth; cynhyrchir gwahanol bwyntiau ar y llinell gan fod

A yn amrywio. Gellir cael ffurf Gartesaidd yr hafaliad yn hawdd o (6). Yna os

yw

r = xi+yj+zk,

a = gjitajtak,
a b = bji+b,j+ bk,

yn cael eu hamnewid i (5), mae gennym

xityj+zk = ajita,j+tak+Abi+b,j+bk—ali-a,j-ak).

Trwy ystyried y termau yn i, j a k cawn

a, + Mb— ay),
a, + Mb,— a,),
a z = a; + Mbs— a;).

Il
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Enghraifft 11.2
Darganfyddwch ffurf fector hafaliad y llinell syth sy’n mynd trwy’r pwyntiau
(1,-1,-2)a(-1,1,-3).

Y fectorau safle yw
a = i—-j-2k,
b = —-i+tj-3k

felly ffurf fector y llinell yw
r = i-j-2k+A[-i+j-3k-(@{i-j—2Kk)]
neu xityi+tzk = i-j—2k+A[-2i+2j-K]

Mae’n ddefnyddiol edrych eto ar hafaliadau fector y llinellau syth.
Achos (1)
a+2Ab.

-
il

Achos (ii)

q
i

a+\(b-a).

Yn achos (i), mae cyfeiriad y llinell yn baralel i’r fector b;
yn achos (ii) mae cyfeiriad y llinell yn baralel i’r fector b — a.
Yn achos (i) a (ii) fel ei gilydd, rhoddir cyfeiriad y
llinell gan y termau yn A.

Enghraifft 11.3

(a) Darganfyddwch hafaliad y llinell sy’n baralel i’r llinell sy’n mynd
trwy’r pwyntiau 4 (4, -3, 11) a B (2, 1, 5) ac sy’'n mynd trwy’r
pwynt C (-1, 1, 3).

(b) Darganfyddwch fector uned sy'n baralel 1’r [llinell syth a
ddarganfuwyd yn (a).

(a) Y fectorausafleaab yw
4i—3j + 11Kk,

a C -2

b = 2i+j+5k ’K
Ynamae b-a = -2i+4j-6k. o
Hafaliad y llinell syth yw

r = —i+j+3k+A(-2i+4j-6k). (1)
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(b) Mae cyfeiriad y llinell syth yn (a) yn cael ei roi gan y term yn A, h.y. gan'y
fector — 2i + 4j — 6k. Maint y fector hwn yw
V2" +47 +(=6)° =56,
Felly, y fector uned sy’n baralel i’r llinell a roddir yw
——1——(—2i +4j-6k)

J56 V356 = Vax14
synthoi  —— (-i+2j-3K). =2V14
V14

Pan yw hafaliadau dwy linell yn hysbys mae’n hawdd darganfod eu

croestorfan (os oes un).

Enghraifft 11.4
Os yw hafaliadau fector dwy linell yn
r = itj+k+AQi-3j-k),
r = 2i—j+2k+pGitj-18Kk),

darganfyddwch eu croestorfan.

Sylwch fod
yn rhaid defnyddio
paramedrau gwahanol
A a p i ddiffinio’r
Hlinellau.

Rhaid i fector safle y croestorfan fodloni hafaliadau’r ddwy linell. Yna trwy
wneud y mynegiadau ar gyfer r yn hafal, mae gennym
i+j+k+A2i-3j-k) = 2i—j+2k+pBi+j—18Kk)

Yna trwy gyfateb y termau yn i, j, k, cawn

1+20 = 243y, e Nid oes angen

_ - _ ond dau hafaliad i
=34 L+p 2) ddarganfod dau werth
1-X = 2-18u 3) wrth gwrs!

Os yw’r pwyntiau yn croestorri rhaid 1’r ddau
baramedr A a p fodloni’r tri hafaliad (1), (2), (3).

O @) a(2),
2A-3u = (1)
Ap = 2 )

Gellir datrys y rhain yn y ffordd arferol i roi
\ 7 1 . (1) +3x(2),
=—, =, er enghraifft
11 SRETR e

Mae amnewid gwerthoedd A a p yn (4) i (3) yn dangos bod y gwerthoedd hyn
yn bodloni (3):

1-% = 2-18p
\’ \)
oL, 18_4
11 11 11 11
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Felly mae A = %, o= %, yn bodloni (1), (2) a (3) sy’n dangos bod y llinellau’n

croestorri.  Gellir darganfod fector safle y pwynt trwy naill ai amnewid

x:% I r=i+j+k+AQi-3j-k),

neu amnewid p:% ir=2d-j+2k+pn@Gi+j-18k).

i

Mae’r cyntaf ynthoi ¢ = i+j+k+ %(Zi— 3j—-k)

25, 10, 4

T e | ——— —_—

11 11J 11

Gofynnir i chi gadarnhau y ceir yr un fector safle ar 61 amnewid p = Tli yn yr

ail achos.

Enghraifft 11.5
Dangoswch nad yw’r llinellau a roddir gan yr hafaliadau fector
r = 2itj-k+AMi+tjtk),
r = 3i—-j+k+pRi+3j-k)
yn croestorri.
Cymerwn fod y croestorfan yn bodoli, h.y. fod y llinellau’n croestorri.

Gan wneud y mynegiadau ar gyfer r yn hafal, cawn
2i+j-k+AMi+j+k) = 3i—j+k+puRi+3j-k)

fel bod 2+A = 3+2u, €))
1+A = -=1+3p, 2)
~-1+X = 1-u 3)

Bydd gwerthoedd A a p yn bodloni (1), (2), (3) os yw’r llinellau’n croestorri.
0O (1) a(2), mae

A-2m = 1, (1)
A=-3p = -2 2
Mae tynnu (2) o (1) yn rhoi
p = 3
ac mae amnewid yn (1) neu (2) yn rhoi
A= T

Mae amnewid y gwerthoedd hyn yn (3) yn arwain at
-1+7 # 1-3
ochr chwith ochr dde
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Felly nid yw’r gwerthoedd a ddeilliwyd ar gyfer 2 a p yn bodloni’r trydydd
hafaliad. Mewn geiriau eraill, nid oes unrhyw werthoedd A a p sy’n bodloni’t
tri hafaliad (1), (2), (3). Deuwn i’r casgliad nad yw’r llinellau yn croestorri.

Gellir darganfod croestorfan dwy linell hyd yn oed heb ddefnyddio i, j, k.

Enghraifft 11.6

Darganfyddwch fector safle croestorfan y llinellau a gynrychiolir gan
r=a+Ab ac r=2a+b+ub-a)

lle mae a a b yn fectorau amharalel.

Yn y croestorfan,

a+Ab 2at+tb+pub-1)
s a+ib 2 —wya+(1+pb.
Gan fod a a b yn fectorau amharalel,

I = 2-y, 1) termau a,
A o= l+p (2) termau b.

mae (1) ynthoi p = 1 ar unwaith ac mae amnewid 1 (2) yn rhoi A = 2.

il

Y croestorfan yw '
neu defnyddiwch
atib = a+2b. p=1yn yr ail hafaliad
Enghraifft 11.7
Tri fector amharalel, anghymhlan yw a, b ac ¢. Dangoswch nad yw’r llinellau
r = 2a+Ma+b+e),
r = a+2b+pe
y1 croestorri.

Ceisiwn ddarganfod y croestorfan trwy wneud y fectorau safle yn hafal.
2a+tXMa+b+c) = a+2b+pe (1)
Trwy hafalu cyfernodau’r fectorau amharalel, anghymhlan, cawn

24h = 1, )
A= 2, 3)
A= (4)

O (2), mae A = -1, sy’n cael ei groesddweud gan A =2 0 (3).
Felly ni allwn ddarganfod gwerthoedd A a p sy’n bodloni (2), (3), (4). Deuwn
1’r casgliad nad yw’r llinellau yn croestorri.
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Ymarferion 11.1

Darganfyddwch ffurfiau fector y llinellau sy’n mynd trwy’r pwynt a roddir ac
sy’n baralel i’r cyfeiriad a roddir.

(@ (2,1,1);cyfeiriadi-j—k (b) (1, -1, 0); cyfeiriad 3i + 2j + k

() (0,1,0); cyfeiriadi+j+k (d) (0,0,0); cyfeiriad 3i + j + k.

Darganfyddwch hafaliadau fector y llinellau sy’n mynd trwy bwyntiau 4 a B.
@ A4(@1,1,-3) B(2,0,3)

by 41,1, 1 B(3,1,-2)

(©) 4(0,0,0) B(5,-3,1)

@ A4@,1,0) B(-2,3,1)

Dywedwch a yw’r parau canlynol o linellau yn baralel.
(@ r=i+jtk+A2i-4j+6k)

i~j+p(%i—j+—z—jk

r:
() r = 2i-j—k+ (4i-2j+06k)
1
r=i+pli-—j+k
ufi-divn)

Darganfyddwch hafaliad fector llinell sy’n mynd trwy’r pwynt i+j+ksyn
baralel i’r llinell syth a gynrychiolir gan r =i+ A(2i -~ j).

Darganfyddwch a yw’r parau canlynol o linellau yn croestorri
(a r=6i+tj-3k+r2it+j-k)

r =it+tpli—-j—k)

) r=2i-j-k+Ali+j))
r = +uk

(¢) r=a+b-2c+ia+b+o),
r = b+pa-b+ec),

lle mae a, b, ¢ yn fectorau amharalel, anghymhlan.

Lluoswm sgalar dau fector

Hyd yma rydym i bob pwrpas wedi diffinio dau weithrediad algebraidd, sef adio
(neu dynnu) fectorau a lluosi fector 4 rhif real (neu sgalar).

Mae yna weithrediadau eraill yn ymwneud a fectorau sy’'n bwysig mewn
Mathemateg Gymhwysol. Un gweithrediad o’r fath yw’r lluoswn sgalar neu’r
lluoswm dot. Byddwn yn defnyddio’r enw ‘lluoswm sgalar’ yma.
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Lluoswm sgalar

Tybiwch fod dau fector a a b fel y dangosir, gyda 6 yn ongl rhyngddynt.

b

)

Diffinnir lluoswm sgalar a a b fel

a.b=|a||b|cosb.

Pwysleisir y pwyntiau canlynol mewn perthynas a’r diffiniad hwn.

(2)

(b)

(©)

(d)

Dylid cymryd gofal i sicthau bod y dot thwng y fectorau a a b yn
hollol eglur.

Cyfeirir at y lluoswm sgalar fel a dot b, sy’n egluro’r enw arall
‘luoswm dot’.

Sgalar yw’r lluoswm a.b. Mae’r lluoswm sgalar, fel yr awgryma’r
enw, yn cyfuno dau fector i gynhyrchu sgalar.

Mae’r lluoswm sgalar yn dibynnu ar feintiau a a b ac ar gosin yr ongl
rhyngddynt.

Enghraifft 11.8
Mae gan y fectorau cymhlan a, b ac ¢ feintiau 3, 4, 5 yn 6l eu trefn ac maent fel

y dangosir.

Darganfyddwcha.b, b.c, c.a, a.a, b.bacc.c.

Nawrmae|a|=3, |b| = 4, | ¢|=5 (thoddwyd).

Irh
Ynamaca.b =] a|| bFos 30° y;;igyiv;vgf
3

= 3x4x—
2
= 63.
.= 4><5xl.
2
= 10.
.a = |c||a]cos90°
=5 x3x0 = 0.
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il

Nawr mae a.a |a||a]cos (ongl thwng a ac a)
= 3x3xcos0
=9
yn yr un modd, mae
b.b =|b||b|cosO
=4x4x1
16;
[e||e|cosO
S5x5x1
25.

Il

ac mac c.C

Enghraifft 11.9
Ceir dau fector a a b fel bod

a.b =6aja|=5|b|=3.
Darganfyddwch yr ongl thwng y fectorau a a b.

Nawrmae a.b = |a||b|cosO.

6 5x3cosB

felbod cos® -6— =

2
15 5
6 = cos‘l(—i—]=66.4°

Yn Enghraifft 11.8, gwelsom fod

c.a =0 ‘oo
gan fod y fectorau ¢ ac a yn berpendicwlar i’'w gilydd ac a
oherwydd bod
cos 90° = 0.

Mae hyn yn egluro’r rheol ganlynol ar gyfer profi a yw dau fector yn
berpendicwlar.

Prawf ar gvfer Perpendicwlaredd

Osyw|a|#0,|b|#0aca.b=0ynamaeaab yn fectorau perpendicwlar.

Y cyfdro yw:

Osywa.b=0,ynamae|a|=0,|b|=0neumae’r fectorau yn fectorau
perpendicwlar.
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Dangosodd Enghraifft 11.8 hefyd fod

a.a = |af,

b.b = |bf,

c.c = |bf,
Y rheol gyffredinol yw:

Lluoswm sgalar fector gydag ef ei hun yw sgwar maint y fector.

Enghraifft 11.10
Mae’r fectorau i, j, k yn naturiol berpendicwlar.
Darganfyddwch i.1, i.j, i.k, j.j, j.k k.k

Mae’r canlyniadau hyn yn bwysig fel fe’u dangosir yma.

Nawrmae i.i = |iff=1"=1,
gan fod i yn fector uned.
Yn yr un modd, mae

i-i =L

k.k= 1
Nawrmae i.j = 1x1 cos90°=0.
Yn yr un modd, mae

j-k= 0,

i.k = 0.

Mae nifer o briodweddau’r lluoswm sgalar yn bwysig.

Y Ddeddf Gymudol
a.b = b.a Nid yw’r drefn
) yn bwysig.
neu |a||b|cos® = |b||a|cosb.
Y Ddeddf Ddosbarthol
Ar gyfer tri fector,

a.(b+c) = a.bta.c

Cyn profi’r canlyniad, rydym yn diffinio tafluniad fector ar linell. Os oes ongl 0
rhwng y fector b a chyfeiriad OX yna
| b | cos 6 yw tafluniad y fector b ar OX.

b

0\

0] X
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Hefyd os yw’r fector yn cael ei gyfeirio ar hyd OX, yna mae

a.b = Ja||b|cos® 4
= |a|x(b|cosb) C
| a|x tafluniad b ar a 2
neumae a.b = |a]||b]|cosd
|b||a]cos®
|b|x(|a}cosB)
= | b|xtafluniad a ar b.

Rydym yn profi a.(b+¢)=a.b+a.c trwy ystyried tafluniad y gwahanol
fectorau a ddangosir yn y diagram.

hafali LM
Nid yw’r
prawf hwn
i’w arholi.
Sylwer bod OL = tafluniad c ar a,
LM = tafluniad b ar a,
OM = tafluniad b +cara.
Ynamae a.(b+c) = |a|x(tafluniadb + car a)
= |a|xOM
= |a|(OL+LM)

= |a|(OL)+|a|(LM)

= | a]|(tafluniad b ar a) + | a | (tafluniad c ar a)
= a.b+a.c

a.bt+a.c

Fellymae a.(b+c)

Enghraifft 11.11
Os yw fectorau cymhlan a, b ac ¢ fel y dangosir, gyda|a| = 3, |b| = 4,
| ¢ | =2, darganfyddwch a. (b + c).

b
30°
30°
a
Nawrmae a.(b+¢) = a.b+a.c
= 3x4xcos30°+3x2xcos60°
3

= 3><4><——+3»><2><l
2 2

= 6«/§+3.
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Deddf Raddio
Gellir dangos (ond ni fyddwn yn gwneud hyn yma) fod
la.mb = Im(a.b),

lle mae [, m yn ddau rif real.

Enghraifft 11.12
Gwerthuswch y lluosymiau sgalar canlynol.

(@) 6i.3] ®)  2i.-4i
(c) a,i(bjit b)) (ch)  (aji+taj). (b,i+ b))
(@) 6i.3j=6x3(.j) =18x0=0.
(b) 2i.—4i=2x—4(i.i)=-8x1=-8
(©) @i (bji+ byj) = aibii+ a,ibyj = abiitabij=ab,
(ch) (a,i + ayj) . (byi + byj)

@i+ ai) . bi+ (@i + ai) . by

= aqi.bi+aj.bi+aibj+aj. b
. . . . . PN Deddfau Dosbarthol
abi.itabj.i+abijtabj.j

fel bod (a,i+ ayj).(bii+ b,j) = a\b, +ab,.

Gall y canlyniad yn 13.12(ch) gael ei gyffredinoli, sef bod

(@i+aj+ak).(bitbj+bk) = ab +ab,+tabd,
= cyfernodau i wedi’u lluosi
+ cyfernodau j wedi’u lluosi
+ cyfernodau k wedi’u lluosi.

Enghraifft 11.13
(@ (itj—-k).@Gi+j—06k)

C’nodau i wedi’u lluosi
+ ¢’nodau j wedi’u Huosi
+ ¢’nodau k wedi’u lluosi

1x3+1x1+{(-1)x(~6)
=3+1+6=10.

Nid oes unrhyw derm
yn kK yn yr ail gromfach.

(b)  ([(+j—4K).(Qi-3j) = 1x2+1x(=3)+(4)x0

=2-3+0=-1.

Mae’r arwydd negatif yn dangos bod y lluoswm a.b=|a|b|cos8
sgalar yn negatif sy’n golygu bod cos 6 <0, h.y. yr ala|>0,[b[>0.
ongl rhwng vy fectorau, yn aflem.

Pan fynegir fectorau yn nhermau i, j, k mae’n hawdd darganfod yr ongl rhwng y

fectorau.

144




Rhagor am Fectorau

Enghraifft 11.14
Darganfyddwch yr ongl thwng y fectorau

a = i+j-k
a b = i-2j-3k
Nawr mae a.b = |alb|cos®
fel bod cos® = _i_a_._lz_l-
lal|b]
Darganfyddwn |a.b| = (i+j-k). (i-2j-3k)
= Ix1+1x(2)+(-1)x(3)
= 1-1+3=2

Hefyd mae la] = JP+P+(=DP =43,
b| = 1P+(2)+(-3) =414

Yna mae cosO = z__ —g—~
NEN VRN Y
fel bod 6 = 72.02°

Enghraifft 11.15
Darganfyddwch yr ongl thwng y {linellau a gynrychiolir gan yr hafaliadau

fector

i

r i+ 2§ + M- 3j - 2K),

3i— j + pi - 2§ + 2K).

il

r

Rhoddir cyfeiriad y llinellau gan y termau yn L au, hy. gany fectoran
i—3j—2k,i—-2j+2k

Darganfyddwn yr ongl rhwng y fectorau hyn

Nawr mae cos® = —lfﬂ .

lallb|

Yna ar gyfer y ddau fector
(-3 2K)(i —2j+2K)

T i-3j- 2k [[i-2j+2K]|
Ix1+(=3)x (-2) + (-2 x (2)
243 +22 1P+ (-2 +2

1+6-4 3 1
4o s V14

74.50°

cos O

0

Il

Mae dull arall
o wneud hyn, gan
ddefnyddic
math gwahanol
o luoswm.

Mae’r lluoswm sgalar yn ein galluogi i ddarganfod

fector sy’n berpendicwlar i ddau fector a roddir.
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Enghraifft 11.16

O wybodbod a = 3i+2j-Kk, b=i-j+k,
darganfyddwch fector uned ¢ sy’n berpendicwlari a ab.
Boed i ¢ = xi+yj+zk,

lle mae x, y a z yn gysonion i’w darganfod.

Gan fod ¢ yn berpendicwlari a,

ca. =0
S+ yit+zk).(Gi+2j-k) =0
fel bod 3x+2y—2z = 0. €3]
Ynyrunmodd, mac ¢.b =0
yn rhoi
xi+yj+zk).(i-j+k) =0
fel bod x—y+z =0 )

Datryswn hafaliadan (1) a (2) ar gyfer unthyw ddau werth anhysbys yn
nhermau’r trydydd gwerth. Gan adio (1) a (2), cawn

dx+y =0
fel bod y = —4x
Amnewidiwch am y yn (2)
x—(-4x)+tz=0
fel bod z = —5x.

Yna trwy ysgrifennu y, z yn nhermau x yn y fector ¢, cawn
¢ = xi—4xj-—-5xk
fel bod ¢ = x(i—4j-5k) 0
Yna trwy gymryd unrhyw werth ansero o x yn (4), cawn fector sy’n

berpendicwlar i a ac i ¢. Mewn gwirionedd, mae angen y fector uned. Y fector

uned yw
¢ x(i - 4j - 5k)
lel X% +(—4x)? +(-5x)°

_ x(1-4j-5k)
B 42x?

_ x(i-4j-5k)
x W42
(i-4j-5k)

Nrs)
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Enghraifft 11.14
Darganfyddwch yr ongl thwng y fectorau

a = itj-k
a b = i-2j-3k
Nawr mae a.b = |a|b|cos®
fel bod cosb = Jab}
laf|b|
Darganfyddwn |a.b| = (i+j-k).({i-2-3Kk)
= 1x1+1x(2)+(=1)x(=3)
= 1-1+3=2

Hefyd mae la] = U+ +(=)"= NER
Ib| = JP+(2)2+(-3)* =414
2 2

Yna mae cos® = ——=—
NNV RRNEY
fel bod 6 = 7202°

Enghraifft 11.15
Darganfyddwch yr ongl rhwng y llinellau a gynrychiolir gan yr hafaliadau
fector

Il

r i+ 2j + M - 3j - 2K),

r o= 3i—j+pd-2j+2K).

Rhoddir cyfeiriad y llinellau gan y termau yn 2. a p, h.y. gan'y fectorau
i—3j-2k,i—2j+2k.

Darganfyddwn yr ongl thwng y fectorau hyn

|a.b|

Nawr mae cos® = .
lallb|

Yna ar gyfer y ddau fector

(i-3§-2K).(i-2j+2K)

Ci-3j-2k|[i-2j+2K]|
Ix1+(=3)x (-2) +(=2)x(2)

\[12 +(-3) +2° \/? +(-2)> +2°

1+6-4 3 1

A id s

74.50°

cos 0

i

0

Mae dull arall

Mae’r lluoswm sgalar yn ein galluogi i ddarganfod o wneud hyn, gan
s . . . ddefnyddio
fector sy’n berpendicwlar i ddau fector a roddir. math gwahanol

o luoswm.
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Rhagor am Fectorau

Enghraifft 11.16

O wybodbod a = 3i+2j—Kk, b=i-j+Kk,
darganfyddwch fector uned ¢ sy’n berpendicwlaria ab.
Boed i ¢ = xi+yj+zk,

lle mae x, y a z yn gysonion i’w darganfod.

Gan fod ¢ yn berpendicwlar i a,

ca. =0
Sod+yi+zk).(Git+2j-k) =0
fel bod 3x+2y—-z =0. )
Yn yrun modd, mae c.b 0
yn rhoi
xit+tyj+zk.(i-j+k) =0
fel bod x—ytz =0. 2)

Datryswn hafaliadau (1) a (2) ar gyfer unrhyw ddau werth anhysbys yn
nhermau’r trydydd gwerth. Gan adio (1) a (2), cawn

dx+y =0
fel bod y = —4x
Amnewidiwch am y yn (2)
x—(4x)+z=0
fel bod z = -5x.

Yna trwy ysgrifennu y, z yn nhermau x yn y fector ¢, cawn
¢ = xi—4xj—5xk
fel bod c = x(i—4j-5k) @
Yna trwy gymryd unrhyw werth ansero o x yn (4), cawn fector sy’n

berpendicwlar i a ac i ¢. Mewn gwirionedd, mae angen y fector uned. Y fector

uned yw
e x(i-4j- 5k)
lel X% +(=4x)? +(=5x)°

x(i—4j-5k)
42x°

_ x(i-4j-3k)

x a2

(i-4j-5k)

N5}
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Rhagor am Fectorau

Ymarferion 11.2

Darganfyddwch luoswm sgalar a ab o wybod bod [a|=2,|b | =5 a bod yr
ongl thwng y fectorau yn 150°.

Dangoswch fod y fectorau 2i — 3j + ka —i—j — k yn berpendicwlar.

Darganfyddwch dafluniad y fector i + 2j — k yng nghyfeiriad y fector
4i+ 3j - 2k.

Darganfyddwch yr onglau thwng y fector i—j + 3k a’r echelin x, yr echelin y
a’r echelin z.

Awgrym: mae i, j, k yn fectorau sy’n baralel i’r echelinau.

Darganfyddwch fector uned sy’n berpendicwlar i’r fectorau -2i+3j+2ka
2i—-3j+ k.

Darganfyddwch yr onglau thwng y parau o linellau sy’n mynd trwy’r pwyntiau
a roddir.

(@ r=i+2j+Mi-j+2K); r=i-j+p2i-j)

(b) r=3i—4j+k+Al+2j); r=4i+p@Bi-4j+k)

Darganfyddwch yr onglau thwng y parau o linellau sy’n mynd trwy’r pwyntiau
a roddir.

(a) 1,2,3),(-2,1,2); (-1,2,-3),(0,2,-1)

(b) (1,0,1),(0,1,1);(1,0,0),(-1,1, 1)

ZA F C
E D
Y
Glx B
0 A » X

Mae’r ffigur yn dangos ciwb ag ochrau o hyd a. Gan gymryd echelinau OX, OY,
OZ fel y dangosir, a’r fectorau uned cysylltiedig i, j a k:

(a) ysgrifennwch fectorau safle 4, B, C, D, E ac F,

(b) mynegwch y fectorau BD, DF a GE yn nhermau i, j a Kk,

© darganfyddwch yr onglau rhwng y llinellau DF a GE,

(d) darganfyddwch yr onglau rhwng BD ac OC.
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Papurau Adolygu

Papur Adolygu 1

Ysgrifennwch ehangiad (1—3x)_% mewn pwerau esgynnol o x hyd at, ac yn

cynnwys, y term yn x°.
1-4x

1-3x

ac yn cynnwys, y term yn x’. Nodwch yr amrediad o werthoedd x y mae’r

Trwy hyn darganfyddwch ehangiad mewn pwerau esgynnol o x hyd at,

ehangiad yn ddilys ar ei gyfer.

x+4

M h —
® yRegwe (x+1)(x-2)*

yn nhermau ffracsiynau rhannol.

(b)  Darganfyddwch hafaliad y normal i’r gromlin

x+4
y=——""" — ymmhwynt (0, 1).
(x+1)(x-2)?

Darganfyddwch werthoedd x rhwng 0° a 360° yn y canlynol:
(a) cos2x—cosx+1 =0,
(b) tan?x-3secx = 0.

Darganfyddwch % yn yr achosion canlynol.
(a) y = xsin” x+v1-x2 .
(b) x2+3xy-y2 = 3.

(@  Cyfifwch Jﬁtanz[-ngx)dx.

0

(b) Defnyddiwch integru fesul rhan i ddarganfod
2
[ nxdx.
1

(c) Gan ddefnyddio’r amnewidiad 2 = 1 + sin2 6, neu fel arall, cyfrifwch

Esin3 0cos0/1+sin’0do .
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Cynhesir hylif fel bod ei dymheredd x°C ar amser ¢ eiliad yn bodloni’r hafaliad

differol
dx

o = (100 - x),
lle mae o yn gysonyn positif.
20°C yw’r tymheredd pan fo £ = 0.
(a) Dangoswch fod x = 100 — 80e=%.
(b) O wybod bod x = 80 pan fo ¢ = 300, darganfyddwch werth .

Mae gan y pwyntiau 4, B, C, D ac E fectorau safle i + 11§, 2i + 8j, —i+ 7],
~2i+ 8j, a —4i+ 6j, yn 6l eu trefn. Mae’r llinellau 4B a DC yn croestorri yn
F.

(a) Dangoswch mai
r = (1+2)i+ (11 -3%),
lle mae A yn baramedr, yw hafaliad fector y llinell AB, a darganfyddwch
hafaliad fector y llinell DC.
(b) Dangoswch mai
i+11j
yw fector safle F.

(©) Darganfyddwch yr ongl thwng FD ac E4.
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Papur Adolygu 2

h l-x-x°
(1+2x)(1+ x)?

Trwy hyn neu fel arall, ehangwch y mynegiad hwn mewn pwerau esgynnol o x

hyd at, ac yn cynnwys, y term yn x°.

Nodwch yr amrediad o werthoedd x y mae’r ehangiad yn ddilys ar ei gyfer.

Mynegwe fel swm tri ffracsiwn rhannol.

(a) Trwy ysgrifennu cos 3x = cos(2x + x) i ddechrau, dangoswch fod
cos3x = 4 cos3 x — 3 cos x.

(b)  Darganfyddwch holl werthoedd x rhwng 0° a 360° sy’n bodloni
cos3x+2cosx = 0.

Mae’r pwynt P(t,%) yn gorwedd ar y gromlin C a gynrychiolir gan xy = 1.

(a) Dangoswch mai
Zy+x-2t=0
yw hafaliad y tangiad i C ym mhwynt P.
Mae’r tangiad ym mhwynt P yn cyfarfod ag echelinau x ac y yn 4 a B.
Dangoswch fod arwynebedd triongl AOB yn annibynnol ar ¢.

(b) Mae S(s,lj yn bwynt arall ar C. Darganfyddwch gyfesurynnau U, sef
s

croestorfan y tangiadau yn S a 7.
Os V yw canolbwynt PQ, dangoswch fod y tardd O a phwyntiau U a ¥V yn
gorwedd ar linell syth.

Mae’r arwynebedd o fewn y gromlin y = tan (g—) , y llinellan x =0, x = —} a’r

echelin x yn cael ei gylchdroi a amgylch yr echelin x trwy bedair ongl sgwar.
Darganfyddwch gyfaint y solid sy’n cael ei greu.

(@) Defnyddiwch integru fesul rhan i ddarganfod _fxe"“‘ dx.

(b) Defnyddiwch yr amnewidiad x = tan « i ddangos bod

Jﬁ__dx__ 3

o (1+x%)F 2
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Mae goledd cromlin ym mhwynt (x, ) yn hafal i 22x.
(a) Ysgrifennwch hafaliad differol a fodlonir gan y.

(b) O wybod bod y gromlin yn mynd trwy’r pwynt (1, 1), darganfyddwch y
fel ffwythiant o x.

Hafaliadau fector dwy linell yw

r =2i+j+tr(i+j+2k)
ac

r =2i+2j+ak+p(i+2j+k),
lle mae a yn gysonyn.

(a) O wybod bod y ddwy linell yn croestorri, darganfyddwch a a
chroestorfan y llinellau.

(b) Darganfyddwch yr ongl rhwng y llinellau, gan roi eich ateb yn gywir i’r
radd agosaf.
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Papur Adolygu 3

Ysgrifennwch a symleiddiwch yr ehangiad binomaidd (1 +§j hyd at, ac yn

cynnwys, y term yn x°. Nodwch yr amrediad o werthoedd x y mae’r ehangiad
yn ddilys ar ei gyfer. Trwy roi x = —1, defnyddiwch eich ehangiad i gael
brasamcan ar gyfer\/g , gan roi eich ateb fel cymhareb o ddau gyfanrif.

Defnyddiwch ffracsiynau rhannol i ddarganfod
I 2x% +7x+3
(x=D(x+1)?

Darganfyddwch %x)i yn y canlynol:

(a y=(tan'%)’
(b)) Y=x(+2y)

(¢) x=sect, y=tant+2.

Datryswch yr hafaliadau canlynol ar gyfer gwerthoedd x rhwng 0° a 360°.
(2) 6sinx—2cosecx=1.

(b) sinx = 6 sin 2x.

Ailysgrifennwch V3 cos6 —sin yn y ffurf R cos (6 + o), gan roi gwerthoedd
Raca.
(a) Darganfyddwch werthoedd 6 rhwng 0° a 360° sy’n bodloni

V3 cos6—sinb =1.

(b)  Darganfyddwch werthoedd mwyaf a lleiaf
3

\/gcose—sin9+4

(a) Trwy ddefnyddio’r amnewidiad x = 3sin6, neu fel arall, cyfrifwch

0 V9 —x?
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(i)

Papurau Adolygu

O wybod bod —fx—(sin x) = cosx, dangoswch, os yw y = sin”'x,

fod
b
dr 1=x>
O wybod bod
dy_
dx 1-x*

abod y=1panfox= % , darganfyddwch y yn nhermau x.

Mae gan fertigau 4, B y triongl OAB fectorau safle a, b mewn perthynas ag O.

C yw canolbwynt O4 a D yw canolbwynt 4B.

)
(b)

Dangoswch mai —;— a+ —}Ib yw fector safle M, canolbwynt CD.

Ysgrifennwch, yn nhermau a a b a A, fector safle y pwynt sy’n rhannu
BM yn y gymhareb A : 1 — A. Trwy hyn darganfyddwch fector safle
croestorfan BM ac OD.
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Papur Adolygu 4

Darganfyddwch ehangiad
1-2x

W1+ 2x

mewn pwerau esgynnol o x hyd at y term yn x*. Nodwch yr amrediad o

werthoedd x y mae’r ehangiad yn ddilys ar ei gyfer.
Defnyddiwch eich ehangiad i ddarganfod gwreiddyn ansero bras yr hafaliad

1-2x
=1-2.99x+x".
V1+2x

2x—6 .

(a) Mynegwch —————— yn nhermau ffracsiynau rhannol.
(x=D(x+2)

(b)  Darganfyddwch y pwyntiau ar y gromlin

3Ix-6

Y G- +2)

lle mae’r tangiadau yn baralel i’r echelin x.

Datryswch yr hafaliadau canlynol ar gyfer gwerthoedd x rhwng 0° a 360°.
(@) cot’x = 2cosecx+2.
(b) tan2x = 4tanx.

Disgrifir cromlin yn nhermau’r paramedr ¢ yn yr hafaliadau canlynol:

x =asin?t, y = acos’t, 0<t< g lle mae a yn gysonyn positif.

(a) Darganfyddwch a symleiddiwch fynegiad ar gyfer %

(b) Mae’r normal i’r gromlin yn y pwynt lle mae ¢ = % yn torri’r echelinau x

ac y ym mhwyntiau M ac N, yn 81 eu trefn. Darganfyddwch arwynebedd
triongl OMN.

(a) O wybod bod %(e") = ¢* a thrwy ddarganfod ;ﬁ yn gyntaf, dangoswch,
34

0s yw y = In(x+a),
fod 1 .
dx x+a
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(b)  Darganfyddwch hafaliad y tangiad ym mhwynt (1, 2) ar gyfer y gromlin
a gynrychiolir gan

Y +xy = 12+ 6x4,

Mae’r arwynebedd o fewn y gromlin y = sin 2x, y llinellau x =0, x = T oar

echelin x yn cael ei gylchdroi a amgylch yr echelin x trwy bedair ongl sgwar.
Darganfyddwch gyfaint y solid sy’n cael ei greu.

Mae poblogaeth yn tyfu yn y fath fodd fel y bydd cyfradd y cynnydd mewn
poblogaeth, ar amser ¢ blynedd, mewn cyfrannedd 4 maint, x, y boblogaeth ar yr
adeg honno. Ary dechrau, maint y boblogaeth yw 4.

(a) Ysgrifennwch hafaliad differol sy’n disgrifio cyfradd twf x.

(b)  Dangoswch fod x = 4e¥, lle mae k yn gysonyn positif.

(c) Ar 01 6 blynedd, maint y boblogaeth yw 100.

1) dangoswch fod k= éln 25.

(i)  Amcangyfrifwch faint y boblogaeth ar 61 10 mlynedd.
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Papur Adolygu 5
2x+1 .
(a) Mynegwch ———— yn nhermau ffracsiynau rhannol.
(2x+3)
2
b) Darganfyddwch J 2x+l 5
L (2x+3)

(a)  Darganfyddwch holl werthoedd 6 rhwng 0° a 360° sy’n bodloni’r

hafaliad
3cosH + 2sinh =

(b) O wybod bod tan 2x = -1, dangoswch fod tan x = 1 % V2.
Diddwythwch werthoedd tan 671 ° a tan 1571 © ar ffurf syrdiau.

(a) Mae gan gromlin hafaliadau paramedrigx =3 sec f, y=S5tant.
Darganfyddwch gyfesurynnau pwynt ar y gromlin lle mae’r tangiad i’r
gromlin yn baralel 1’r llinell y = 2x.

(b) Darganfyddwch jx yn 'y canlynol:

(i) y=sin"(3x)
(i) Y+xt+x*=3.
(a) O wybod mai sec’ x yw deilliad tan x dangoswch, os yw
y=tan"'x,
fod
dy 1
de  1+x°
(b) Defnyddiwch yr amnewidiad u = cos x to gyfrifo
J sm x
o 1+cos?x
()  Darganfyddwch [(2x +1)e *dx
O wybod bod

coszxd—y:1+y
dx

abod y =1 pan fo x = 0, darganfyddwch y yn nhermau x.
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O wybod bod
(1+ax)'=1+6x+6x+..,
darganfyddwch werthoedd a ac n.

Mae gan bwynt 4 fector safle 2i — 2j — 7k a phwynt B fector safle 4i -3j + 2k,

mewn perthynas 4 thardd O,

(a) Dangoswch fod O4 ac OB yn berpendicwlar.

(b) Darganfyddwch yr hafaliad fector ar gyfer y llinell AB.

(©) Dangoswch fod 4B yn croestorri’r llinell a gynrychiolir gan
r=0GB-AN)it(=1+1)j+2-30k

a darganfyddwch fector safle y croestorfan.
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Papur Adolygu 6

Os yw x mor fawr fel y gellir anwybyddu ——13— a phwerau uwch 1 , dangoswch
X X

o el 13
(x+2)" x x
3x -1 .
Mynegwch fx) = ———————— yn nhermau ffracsiynau rhannol.

(x+2)2x-1)
Darganfyddwch f'(x).

(a) Dangoswch fod tan 0 + cot 6 = 2 cosec 26.

(b) Gan ddefnyddio’r canlyniad o (a), neu fel arall, darganfyddwch holl
werthoedd x rhwng 0° a 180° sy’n bodloni

tanx + cotx = 8.

Mae P (a cos3 ¢, a sin3 #) yn bwynt ar y gromlin C a gynrychiolir gan
U
(@ Dangoswch mai
y+txtant = asint
yw hafaliad y tangiad i C ym mhwynt P.
(b) Mae’r tangiad yn P yn cyfarfod &’r echelinau x ac y yn 4 a B, yn 6l eu
trefn. Darganfyddwch arwynebedd triongl 4OB yn nhermau ¢ a

dangoswch fod gwerth yr arwynebedd hwn rhwng 0 a —leaz.

Darganfyddwch % yn 'y canlynol:

(2) y=In(sec x + tan x), gan fynegi eich ateb yn ei ffurf symlaf;
(b) y=cos'(x—1),

() X +siny+xy=1.

(a) (1) Defnyddiwch yr amnewidiad u =1 - x*i gyfrifo

J
oV1—x?
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(i)  Cyfrifwch

1
J sin™! xdx
Q0

(b)  Cyfrifwch

Yny petryal OABC, O4 = a ac OC = ¢. Mae R yn bwynt ar 4B fel bod

AR :RB = 1:2 acmae S ynbwynt ar BC felbod BS: SC = 3: 1.

Mae AS yn cyfarfod ag OR yn P.

(a) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer OP yn nhermau a ac ¢, a A lle mae
OP:PR = A:1-A

(b) Dangoswch fod OP: PR = 4:1.
© Darganfyddwch hefyd werth y gymhareb AP : PS.
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Atebion

ATEBION
Pennod 1
Ymarfer 1.1
-1, 1
Ymarferion 1.2
1. (a) 1 - 2x—2x" — 4%, jxt<—j—f—
(b) 1 —4x +12x* - 32x%; |x§<—;—
()  1+3x+9x+27x |x|<%
3
@  Bleio ) Ix|< 3
6 72 432
(e) l_f+ix2_lx3; [x|< 2
4 4 16 8
® _1_+£C_+_2_x2+_%9_x3 |x|<2
3 27 81 2187 4
5
2. a 1—-—— % x|<1
(a) 5% | x|
(b) 2—2x+2x2' !x{<—1—
4 3
)  1+5x +27x 1x|< L
2
(d  1+3x+ 74 |x|<%
3. +—1———l7—+————1“; |x[> 1
2x* 8x' 16x
4. 1+2x; 3.60
2
5. 1~ 3x+7 —}—z0.029
35
6. 5,——2~
5

1

7. (1+x)? :1+%x—éx2 gydag x = _'1%6”/0'99 ~ 0.9950
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Atebion

Pennod 2
Ymarferion 2.1
3 a2
L. @) 2x 23x +x+2 — T4 213x+9
x +2x+1 x“+2x+1
4 2 2
(b) X 33x -!;2x+1 - 1.3+ 36x +27
x +3x"+2 x +3x°+2
2x* =3x* +x+1 5+3x—5x"
(C) 3 2 = 2+ 3 2
X +x"=-x-2 x+xt—-x-2
4_4 3 2 2 —
(d) 12x 3x +12x° —7 _ 3)6_14_21953 9x -5
4x” -3x+2 4dx” —3x+2
Ymarfer 2.2
Ald gl
2 2
Ymarferion 2.3
1. @) L + 0 (i1) 2 - !
5(x+2) 5(x-3) x+3 x+5
(iii) 3 + > (iv) ’ + !
4(x-2) 4(x+2) 5(x+2) 52x-1)
® Ao @) e
x—-1 (x-1)° =x-2 1-3x 1-2x
(vii) 6 - 1 - 15 > (viii) —~——3 - 2 5
x+1 x+2 (x+2) x+1 (x+1)
2. a=3,b=-1,c=7, 23
x—1 x+2
1 2 6 1 6 36
3. - + I P 3
x 3x-1 (Bx-1)° x° (Bx-1)" (Bx-1
4. a=4,b=2,¢c=126; 32 22 ;o 32 5+ 2 2
5(x—-3) 5(x+2) 5(x=3)" 5(x+2)
5@ et @ -
7(1+2x) 7B-x) 3 9 27 2
1 1 1 1 3 17 ,
- + =+ ; ——x+——x",| x|< 2.
22-x) (2-x)° 2(4+x) 8 32 128
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Pennod 3

Ymarferion 3.1

1. (a)

45°,63.4°

2. 70.5°, 289.5°

Atebion

(b)

30°,150° (c)

45°, 60°, 120°.

3. (a) 45°,225°, 63.4°, 243 ,4°
(b) 30°, 150°.
(c) 16.6°, 163.4°, 23.6°, 156.4°.
4. 39.2°,140.8°, 30°, 150°.
5. 153.4°,333.4°, 116.6°, 296.6°, 71.6°, 251.6°.
6. 30°, 330°.
7. l‘[.91112x~x + C.
2
8. (a) ——;—cot 2x+C (b) - %cot 2x—x+C.
9. — cosec x cot x
10. sec x tan x.

Ymarferion 3.2

1. -0.253°, 1.772°, -0.124° (Mae ° yn dynodi mesur radian)
Pennod 4
Ymarfer 4.1
cos (4 + )= OR=NR_OR_NR _ OR 00 _ S0
OP oP OP 0OQOP OP
= cosAcos B --S—Q—!Q
PQ OP

= cos 4 cos B —sin 4 sin B.

Ymarferion 4.2

1.

(1) _\?_ (i) —\2[3— (i1i)  cos(B + 30)
(v) sind ) cos B (vi) sin4
(vil) 1

. 24 7 . 4
(i) 5575 (1) 3 @) -2+ V7
(iv) Sin135°= —j? ) 105°
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Atebion

3. 2sin4 cos B; 45°,135°

4 2tan0
' 1—tan’ 0O
5. 1) 66.2,246.2 (ii) 67.5°, 247.5°
(i) 0, 180, 360° @iv)y  50.7°,230.7°
Ymarfer 4.3
0,1,0.
Ymarferion 4.4
1. @) sin 24° (ii) tan 30° (i)  cos 48°
(iv) sinx W) cos 40° (vi) tanx
(vil)) cos 32° (viii) cos 0 (ix)  cos 60
(x) tan 8x
2. -4
3
. 24 7 .. 120 119 -
3 1 - 11 —— e — 1l _—
@ 25 25 (@) 169 169 (i 2 2

4. 1) 0°, 30°, 150°, 180°, 210°, 330, 360°
(i) 14.5°,90°, 155.5°, 270°

5. 90°, 228.6°,311.4°

6. 1) 0°, 30°, 150°, 180°, 210°, 330°, 360°
(i1) 18.4°,161.6°, 198.4°, 341.6°.

Ymarferion 4.6

1. (2 13,67.4° (b) J10, 71.6°

(c) 42, 45° () 5, 53.1°
2. (a) 2,2 (b) 5,-5 © 10, =10
3. (a  0°120° 360° (b)  29.5° 256.7°

(c)  10° 124.8° @  7.9°,2315°

(e)  262°1102° () 1208, 173.2,300.8

4. 1 +cos20 +3sin20; 0, 71.6°, 180°
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Pennod 5

Ymarferion 5.1

Atebion

164

R P B
Sx” 2(x-1)? 4x7 (x? —1)?
Ymarfer 5.2
tany | = X ;| sec?y|; 1 ; 1
sec’ y 1+tan®y
Ymarferion 5.3
1 ) ! (ii) N S (iii)
. a’ —x? va® -x* x’ +a’
2x 2x x%
v v - vi 2x sin”(1 —x) —
( ) 1—)64 () x4+1 ( ) ( ) lz_x
. 1 . -
(vii) (viir) -1 (ix) cos” x—1
2Vx—-x* Ny
1 } —(x+1)
x) (x1)
2(1+x*)Vtan™ x V1-x?
.. 1 o 1=2xtan'x
Xii - xiil)) ——————
(i) (i) =
-l
(xiv) 2sin” x @) - _ 12 :
1—x? (tan™ x)"(1+x°)
Ymarferion 5.4
. @ == (i) 33- () ——
y y 4y
: -(2x+3 . x?
@) -2 vy &) vy -Z
x 3x+2y y
(i) —2 (viti) 230X i) -2
x+3y cosx+2y 3x
-Qxy+y* . 242y-2x
) (zxy y) (xi) y
x° +2xy 2y -2x+3
. -l
3
3. -1
4, 1, -1




Atebion

Ymarferion 5.5

1. @) —cot 9 (i1) - -1; (ii1) 1
t 3t
. 1 . 53
iv cosec ¢ v - vi -
(iv) ™) - (vi) 60
(vii) —tan? (viil) 26-F () ——
r+1
. .. v
2. @) +1 (ii) 5 @) 1
1 4t 3
3. i -— (+D? i) = -=
@ (t+1)° ¢+1) @) 3 4t
(i) - 1 ; 2sint iv)y - 3 cott; 2 tant
2sint 2
Ymarferion 5.6
1. 32 2. -2 3. -§cosec3t
27a 4
4. cos’t 5. 272
t+3
6. T_ l , z ++/3 | macsimwimn, —S—TE - l, -5—73 - ﬁ minimwm
6 26 6 2 6
Pennod 6
Ymarferion 6.1
1. (—%,—gj 2. (Gsinf)y+(Bcosf)x—-15=0
3 1,
5. y+px—2ap-ap’=0;2 6. Za
Pennod 7
Ymarferion 7.1
Mae’r cysonyn integru yn cael ei hepgor ym mhob achos.
2x+1)° 1
(a) Qx+1)” (b) -
6 3(3x+95)
(c) - —;—cos(9x +1) (d) % tan(2x +9)
1 2 3
(e) -3 cosec 3x+1) ® 5(3x -7)?
(2 %ln|2x+1| (h) %\/9x+2
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Ymarferion 7.2

Atebion

Mae’r cysonyn integru yn cael ei hepgor ym mhob achos.

(a)
(©)
(e
(8
)
(k)
(m)
(0)

(@

L3 s
—(x" +1
15( )
B 1
2(x* +3)

%\/1+3x2

1 4
—(1+e”
4( )

%(x2 +4x+1)

9™

In|x*+x-3]
1

Z (In x)?

2( x)

In (e’ +x)

-4
sin X

4

Ymarferion 7.3

(b)
(d)
®
(h)
0
0
(1)
(p)

(r)

lln|x4+2|
4

1 3
gtan(x +1)

~cos (x* +x + 5)

o lw

2 .
——(l-sinx

3( )
2in|1+xt |
1 . .
g(sm (2x)+ 4)

In |1 - cos x|

tan® x
3

1
——cot’ x
2

Mae’r cysonyn integru yn cael ei hepgor ym mhob achos.

1. (a)

(c)
(e)

(&
®

(k)
(m)

(o)

(©)

b
3(x° +1)

(b)

(d)
(H

(h)
)
M
(n)

®)

(b)

(d
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: _,(xj
sin”'| =
2

—41=x2

V1+2sinx

| 2
E(X +4)-3In|x" +4]
—1—sin“1(2x)

2

—In |cos x|

-;—\/xz +1
xv25 - x?

25 Lo X
— SN e B B
2 5 2




Atebion

1. B cos® x
(e) gtan (3x) ® 5
® m)  Vo+x

3. () 139(x—2)%+20\/x—2 () %sin’l(xz)

(x-1)° +(x—1)7 (x+2) (x+2)°

c d
(©) g Z (d) 2 3
) xv1-x? v4-x’
e —sin” x———— -
() 2 * 2 ® 4x
Pennod 8

Ymarferion 8.1

Mae’r cysonion integru yn cael eu hepgor.

() —%1nl3—2x| (b) 3

T 2(4x-7)

2 5
(C) glﬂ'S’X‘f‘Zl"m

Ymarferion 8.2

Mae’r cysonyn integru yn cael ei hepgor ym mhob achos.
1 2
3. a ——In|3x+2l+=In|x-1
(a) T \ 1+5 |x—1}

) Sin|x—2|-—
x=-2

© Inp—2/+Infx-3|

@  In|2x—3|——In|2x+3]
12 12

(e) l1n|4+x|—lln\4—x|
8 3

® -2—1n|3x—4l—§1n|4x+3|
3 z

(& In|x|-—

) Injx-1]-——

x—1

1 1
iy ~In|x|-=In|4-x
@ glnfx|- n|4-x|

4. -llnll-le
2
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Ymarferion 8.3

Atebion

Mae’r cysonyn integru yn cael ei hepgor ym mhob achos.

(a)
(c)

(e)
(8

()

— XCOSX +sinx b)
xe" (d)
—(x*+2x+2)e”" 63}
xlnx — x (h)

—%(n —X) cos3x——1—sin3x

1 1-x* sin"x+lx
2 2

Ymarferion 8.4

1.

(a)
(d
(g)
@

[\

Ymarferion 8.5

1.

(a)

(d)

16
3

16n
15

6)  Sa-e)
1
(e) 5
) 3
32 31
(k) '—5—11'12—'5'5*
1 4.
3.
Ja 12
737
(b) T
T
(e 5
b) 8
Lo o
2

168

(x* =2)sinx +2xcos x
4 4

X X
Y -
PR

xsin x++1-x2

1 .
——xs1n2x+—1—c052x
2 4

T
(©) Z
1
® 2
. T
® “2—0
O -3
T2
2
(c) 8m
© 8n
5 —nrih




Atebion

Pennod 9

Ymarferion 9.1

1. Dim ond (a) ac (c) y gellir eu hintegru’n uniongyrchol.
2
(a) y:x+—x§-+k (c) x=-—tcosttsint+k

2. x=2sin2t+1

x x> 9
3. y=—Inx-——+=

2 4 4
4, c=x—6x’+15x+ 50, £6

2 2

5. (a y=-e"-1 (b) y=—cosx _fz_+% (¢) y=xsinx+cosx+2

Ymarferion 9.2
-1
x*+C

2. y=—%ln(4—3e")

1. y=

3. y=sin"" (4 — sin x)
yi o1

4. —+—In(y) =
PR ()

5. 10 munud

6.  t=-m =% Linss)

4k \8-2x/8
7. y=3+x

2x°

3

+ A

Pennod 10

Ymarferion 10.1
(i) Ydyw (i) Nacydyw (iii) Nacydyw (iv) Nacydyw (v) Ydyw
(vi) Ydyw (vii) Nacydyw  (viii) Nac ydyw (ix) Ydyw

Ymarferion 10.2
1. Mae swm hydoedd dwy ochr triongl yn fwy na hyd y drydedd ochr.  Ceir
hafaledd pan fo a a b yn baralel.

Rhoddir ochrau’r hecsagon gan y fectorau a, b, b—-a, —a, -b, a—b.

EB=3b, EC=a+3b, DB=4b—-a, AC=4b+a, FB=3b-a.

4. AB=b-a, AC=c—a, AE=l(b—a), EF=—1—c——la——lb.
2 3 6 6

5. AB=b-a, BC=a-4b, AD=3a+b.
6. @) %(Za -b) (1) %(b —3a)

169




Atebion

Ymarferion 10.3

1. (a) %(Za -c) (b) %(83 -3b-3¢) (c) 3b-2a

]
2. “—(a+b-+c

2 (a )
. (a Zb; ¢ ® 61

Ymarferion 10.4
1. (1) (1-a+ib,(1-pe+pa+b-c)

1 1
ii —a+—b
(i) 52+
A A pa 3u
2. a 1-A)a+—-b+—¢, —+|1—— b+puec
@ (-Ma+rsb+ e E ( 2] u
(b) la+-2-b+—c
5 5 5
ga+lb
5 5
Ymarferion 10.5
L. 0  -j-k2 ()  11i-7j+ 10k; +/270
. i j k . .1 .
2. (1) —_—t ==t = (11) —1+—] (iil) i
3 43 43 V505
3. a=2,b=6,c=-6
4 3;«/521-
Pennod 11

Ymarferion 11.1

1. (a) r=2+0)i+(1-MNj+{1-Mk
(b) r=(1+30i+(=1+20)j+2k
(c) r=M+(1+A)j+2Ak
(d) r=3M+Aj+ Ak

2. (@ r=(1+Ni+t(1-Nj+ 360k
(b)  r=(1+20)i+j+ (1 -3k
(c)  r=5Mi-3%j+2k
) r=(2 - 4n)i+(1+20)j+rk

3. (a) maent yn baralel (b) nid ydynt yn baralel
4, r=(>+2wi+jl-p)+k
5. (a) Ydynt,arr=2i—j—k (b) Nac ydynt (c) Nac ydynt
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Atebion

Ymarferion 11.2

1.

—543
12

V29
72.5°,
L

Vi3

(a)
(2)
(a)
(b)
(c)
(d)

107.5°, 25.2°

B3i+2)

56.7° (b) 116.0°

132.4° (b) 30°

ai, ai+aj, ai+aj+ak, ait+ak, aj, aj+ak
ak —aj, —ai+aj, —aj+ak

120°

90°
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