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Taflen Adolygu
Uned 3 CBAC

Prawf

Prawf trwy wrthddywediad, e.e. profi
nad yw VZ yn rhif cymarebol, profi bod
nifer anfeidrol o rifau cysefin.

Y Ffwythiant Modwlws
y y = x|

Nt

54320 ¢12345

-2

Mae angen gallu braslunio graffiau o'r
ffurf y = |ax + b|.

x| =a=x = z+a.

Datrys |ax + b| < c:

Dull I: Naillai ax + b < ¢

neuax +b=—

Dull 2: Sgwario i gael gwared &

arwydd modwlws. (Mae'r dull yma
hefyd yn gweithio i ddatrys hafaliad o’'r
ffurf ax + b| = |cx + d).

Ffwythiannau

Rhaid i f(x) fod yn ffwythiant | i |
er mwyn i f~1(x) fodoli.

Parth f(x) yw amrediad f~1(x).
Amrediad f(x) yw parth f~1(x).
I lunio graff £ ~1(x), adlewyrchwch
graff f(x) yny llinell y = x.

Parth Ystyr
(a,b) a<x<b
[a, b] as<x<b

Mae fg(x) yn ffwythiant cyfansawdd.
Os yw ff(x) = x yna mae

fO) =f71(0).

Defnyddio ffwythiannau wrth fodelu,

gan gynnwys ystyried cyfyngiadau'r
modelau a’'u mireinio.

Graffiau e* ag In(x)

y=1In(x)
Ffwythiant i Parth Amrediad
y=e* (—00,) | (0,00)
y=In(x)| (0,0) | (=00,)

Trawsffurfiadau Graffiau

Cyfuno trawsffurfiadau Uned |:
y=af(x),y=fx)+a
y=fx+a),y=f(ax).

Ffracsiynau Rhannol

fx) _ A B c
(ax+b)2(cx+d) = ax+b + (ax+b)? + cx+d
fx) —
(ax+b)2(cx+d) —
A(ax+b)(cx+d)+ B(cx+d)+ C(ax+b)?
(ax+b)2(cx+d)

fx) = Alax + b)(cx + d)

+B(cx + d) + C(ax + b)2.

Amnewidiwch werthoedd ar gyfer x
neu cymharwch gyfernodau er mwyn
darganfod 4, B, C.

Hafaliadau Parametrig

Gydax = f(D)agy = g(t),
gallwn n_n_m:..v\n_n__o rheol y gadwyn:
ay _ dy g

— |X|
dx  dt * dx  fi(e)

Hafaliad y tangiad:

y=g() =2 —f©).
Hafaliad y normal:
y=9(®) = =T (x = F(0).

Dilyniannau

Dilyniannau o'r ffurf x,, .1 = f(x;).
Dilyniannau esgynnol, disgynnol a
chyfnodol.

Deall a defnyddio nodiant Z.

Ehangiad Binomial
(a+bx)" =a™ +na™*(bx) +
:A:IS an- 2 N
2X1 A@Ru
:A:. H(n-2) a=3(bx)3 + -
3x2x1
Mae’r ehangiad yn ddilys os yw

Gyda mynegiad efo mwy nag un rhan
defnyddiwch y modwlws mwyaf caeth.

Cyfres Rifyddol

Term cyntaf a.

Gwahaniaeth cyffredin d.

Nfed term t,, = a + (n — 1)d.
Swm S. n term cyntaf:

Sp ==[2a + (n—1)d].

Sp==la+1].

2
n
2

Cyfres Geometrig

Term cyntaf a.
Cymhareb gyffredin r.
Nfed term t,, = ar™1.
Swm yr n term cyntaf:

Os yw _1_ < 1 yna mae S,

_ -
Trigonometreg

Mesur onglau mewn radianau yn ogystal
ag mewn graddau.

Hyd arc = r6.

Arwynebedd sector = Wﬂwm.
Arwynebedd triongl = Wﬂw sin 6.

Os yw —0.115 rad < 6 < 0.115 rad,

yna mae’r brasamcanion canlynol yn
gywir i 3 ffigur ystyrlon:

sinf = 6
cosf=1— o2 g Bmss
2 radianau
tanf = 6
Ongl sin cos tan
0° 0 1 0
o 2 V3 L
30 2 2 V3
o i A
= = 7 1
o ;\M W
e 2 2 V3
o Heb ei
920 ! 0 | ddifinio

1

sech = — Graffiau,
1 Parthau,
cosecl = —
sin6 Amrediadau
1
cotf = —
y

sec?0 = 1 + tan?@

S| A e
cosec’ =1+cot?d 1| ¢
Rsin(A+B) =

RsinAcosB + R cosAsinB.
Rcos(A+B) =

RcosAcosB ¥ RsinAsinB.
tanA + tan B V

R A+B)=R|——————).
et Au+ﬁm:.\:msm

[ 1 PRAWF GEOMETRIG 1]

sin 26 = 2sin 6 cos 6.
cos 20 = cos? § —sin? 4.
cos 20 = 2cos? @ — 1.
cos26 = 1—2sin?6.

2tané

tan 260 = %.
Differu
d%y 0

54
Tt pwynt minimwm.
d?y 4
< 0 = pwynt macsimwm.
d?y e
Tz = 0 = angen ymchwilio’n bellach.

Ar gyfer pwynt ffurfdro, mae'r ail
ddeilliad yn sero, mae arwydd yr ail
ddeilliad yn newid (newid o amgrwm i
geugrwm, neu fel arall), ac mae arwydd
y graddiant yn wv\mo:.

Mae’n bosib n_we.va =0 er mwyn

&xn

darganfod pwyntiau ffurfdro posib.

Differu sin x a cos x o egwyddorion

sylfaenol.

Rheol y lluoswm:
|A:S = =|+ ¢|.
d ca: :n:
. du_, dv
Rheol ran: |A|v =gx_dr
€O v\nv\* ! dx \v v2
dt

LAy _dy . odt
Rheol y gadwyn: =t % =

Differu’n ymhlyg:
) =S xE

y 4y
dx
i) ' (x)e/®
af® f'(x)a/@Ina
In(f (x)) ]
F(x)
)" nx (FE)" x f'(x)
sin(f(x))  |f'(x) cos(f(x))
cos(f(x))  |=f' (@) sin(f(x))
tan(f (x)) f'(x) sec? (f ()
sec(F()  |F/(0) sec(f (o) tan(f(x))
cosec(f(x)) |—f'(x) mcman.ODv X
cot(f(x))
COt(F(x))  |~f'(x) cosec?(f(x))
sin~t(f(x)) i)
V1=(f(x)?
os—1(F £1(0)
s 0) |- LD
tan~i(f(x)) | L0
1+(f(x))?

Hafaliadau Differol

Cyfradd cynnydd A ar amser t mewn
cyfrannedd union ag A:

da dA _

2 X FAneu—= kA.

Cyfradd lleihad A ar amser t mewn

cyfrannedd ::.o: ag A%

dA 2 2
A — = =
e A :mc o kA“.

Integru

Integru fesul rhan (LIATE):

du
v—dx.

uZdx = uv
dx - dx

Integru trwy amnewid u = f(x):

e Darganfyddwch derfannau
newydd.

e Darganfyddwch fynegiad ar
gyfer du yn nhermau dx.

e Newidiwch y ffwythiant i
ddefnyddio u.

f(ax +b)"dx = (ax + b)*! + ¢

A=+Cn
[ cos(ax + b) dx = Mm_sﬁnx +b)+c

[ sin(ax + b) dx = IWnOmAQR +b)+c
[ sec?(ax + b) dx = wnmiak +b)+c
swnia dx = Wmaiv +c

[ a®*PIn(a) dx = Laaxtd 4 ¢

a
I L dx =2injax + b| + ¢

ax+b a

Os yw [ f(x) dx = F(x) + k yna mae

[ f(ax + b) dx =1Flax+b) +k

J? fGOdx = lim (325 £ (x)6x)

8x—0

Dulliau Rhifiadol

Lleoli gwreiddiau f(x) trwy edrych am
newid arwydd. Deall sut gall hyn fethu.

Defnyddio’r botwm ANS ar gyfrifiannell
efo perthnasau cylchol x,,,1 = f(x;).

Ail-drefnu f(x) = 0 i'r ffurf x = g(x)
ac yna defnyddio diagram pry cop neu
ddiagram grisiau i ddarganfod

gwreiddyn.

Dull Newton-Raphson:

s = L)
n+1 n \,Axsu.

Deall sut gall hwn fethu os yw'r
graddiant yn rhy fach.

Rheol y trapesiwm:

b K
%n ydx~ Mﬁmc\o + )+ 20+ ¥, +
et v\SIAuw, lle mae h = %.

m:mr_.w_mﬂ% V2 + %3 &x g
efo 5 mesuryn: - °
2—-1=1;1 +4=0.25.

x| f®

| 1.732050808
1.25 | 1.988246715
1.5 | 2.318404624
1.75 | 2.712816802
2 3.16227766

TABLE MODE
ar gyfrifiannell

[PNZF P de = EE 732050808 +
3.16227766 + NS.ommEmdm +

2.318404624 + 2.712816802)}
= o|Nm x 18.93326475

= m.w@q i 3 lle degol.
Yr Arholiad

Hyd: 2 awr 30 munud.
120 marc.
35% o'r cymhwyster Lefel A.

Rhestr Wirio

O Wedicel
arholiad.

O Yn gwybod pa fformiwlau sydd yn y
llyfryn fformiwlau.

O Yn gallu gwirio atebion efo
cyfrifiannell graffigol.

’r holl hen gwestiynau

Dr. Gareth Evans
Ysgol y Creuddyn
Ebrill 2025

www.mathemateg.com







Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
e

Nid yw’n bosib integru bob ffwythiant gan ddefnyddio dulliau algebraidd.

Ar gyfer y rhain, gallwn amcangyfrif yr arwynebedd sydd ei angen drwy ei

hollti i mewn i nifer o drapesiymau gwahanol, a darganfod swm
arwynebedd y trapesiymau hyn.

Gwaith TGAU: Amnewid, arwynebedd trapesiwm.
Lefel A Uned I: Integru.

Gwaith Prifysgol: Dulliau mwy manwl gywir o amcangyfrif yr
arwynebedd, megis Rheol Simpson.

Cymwysiadau: Darganfod arwynebedd neu gyfaint anarferol, e.e. faint
o ddwr mae llong yn ei ddisodli.

T

Ystyriwch unrhyw ffwythiant y = f(x).

Enghraifft

Yr arwynebedd o dan y gromlin rhwng a ag b yw f:f(x)dx. Os na allwn gyfrifo hwn yn union, gallwn ddefnyddio
Rheol y Trapesiwm er mwyn ei amcangyfrif.

b b
Jo fC)dx = %h{(}’o +¥) + 201 +y2 + Y1)} lle mae h = Ta

_— . °
n yw'r nifer o drapesiymau. e [5)
n + 1 yw'r nifer o fesurynnau.

h yw uchder bob trapesiwm (cofiwch fod bob trapesiwm ar ei ochr).
Y0, Y1) V2, » Yn—1, Yn YW gwerth y fiwythiant ar gyfer gwerthoedd cytbell rhwng a a b.

Sialens! A Ceisiwch brofi pam fod y fformiwla ar gyfer Rheol y Trapesiwm yn gweithio.

You® /adolygumathemateg Tudalen 2



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
p o e

Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer f12 V2 + x3 dx.
Dangoswch eich holl waith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. [4]

(C2 Gaeaf 2007)

X @mathemateg Tudalen 3



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

T

(C2 Haf 2005)

1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda chwe mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer

Jll V1+x% de .
0

Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir 1 dri lle degol. [4]

You® /adolygumathemateg Tudalen 4



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Gaeaf 2006)
1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda chwe mesuryn 1 ddarganfod bras werth ar gyfer yr integryn
!
24 x°
0
Dangoswech eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir 1 bedwar ffigur ystyrlon. (4]

X @mathemateg Tudalen 5



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Haf 2006)

1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn 1 ddarganfod bras werth ar gyfer yr integryn

04
VT4 x* dv.
0

Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. (4]

You® /adolygumathemateg Tudalen 6



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Gaeaf 2008)

1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer yr integryn
1

1
dx.
j(: V2 +x°

Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. [4]

X @mathemateg Tudalen 7



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Haf 2008)

1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phedwar mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer yr

mtegryn 06
3
[ (eefa
0
Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir 1 dri lle degol. (4]

You® /adolygumathemateg Tudalen 8



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Haf 2011)
1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer yr
integryn
21
[t
16 =X
Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir 1 dri lle degol. [4]

X @mathemateg Tudalen 9



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Gaeaf 2012)

1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer yr
integryn

3
X
dx.
LHEX

Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. [4]

You® /adolygumathemateg Tudalen 10



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C2 Haf 2014)

1. (a) Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer yr
integryn

3
1
Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. [4]

(b) Defnyddiwch eich ateb i ran (a) i ddiddwytho bras werth ar gyfer yr integryn

3
J log,o(3x —1)> dx. [1]
1

X @mathemateg Tudalen 11
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(C2 Haf 2018)

1. (a) Defnyddiwch y Rheol Trapesiwm gyda phump mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer
yr integryn

4
J log,, (6x—1)dx.
1

Dangoswch eich gwaith cyfrifo a rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. [4]

(b) Defnyddiwch eich ateb i ran (a) i ddiddwytho bras werth ar gyfer yr integryn

'[410gm,/(6x—1) dx. (]
1

Yo /adolygumathemateg Tudalen 12



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(Uned 3 Haf 2023)

0|9 Mae uwcholwg (aerial view) patio sy'n cael ei adeiladu i'w weld isod.

}!
i
31 2 2
Ox"+16y°~ =144
O 4 - X

Mae ymyl grom (curved edge) y patio wedi'i disgrifio gan yr hafaliad ox? + 16y2 =144,
lle mae x ac y wedi'u mesur mewn metrau.

| adeiladu’r patio, bydd yr arwynebedd sydd wedi’'i amgau (enclosed) gan y gromlin

a’r echelinau cyfesurynnol yn cael ei orchuddio gan haen o goncrit sydd &'r dyfnder
0-06 m.

a) Dangoswch fod cyfaint y concrit sydd ei angen i adeiladu’r patio wedi’i roi gan

4
0-015_[ V144 -9x2 dx . [3]
0

b) Defnyddiwch y rheol trapesiwm gyda 6 mesuryn i amcangyfrif cyfaint y concrit
sydd ei angen. [4]

¢) Nodwch a yw eich ateb yn rhan (b) yn oramcangyfrif neu’n danamcangyfrif (an
overestimate or an underestimate) o'r cyfaint sydd ei angen. Rhowch reswm dros
eich ateb. [1]

X @mathemateg Tudalen 13
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L

(C2 Haf 2007)

1. Defnyddiwch Reol y Trapesiwm gyda phum mesuryn i ddarganfod bras werth ar gyfer yr integryn

z
J‘x/l+sinx dy .
0

gan roi’r gwerth yn gywir i dri lle degol. [4]

X @mathemateg Tudalen 15
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
ST
Nid yw’n bosib datrys bob hafaliad gan ddefnyddio dulliau algebraidd.

Ar gyfer y rhain, gallwn ail-drefnu’r hafaliad i gael perthynas gylchol sydd,
weithiau, yn gallu darganfod gwreiddiau trwy amnewid.

Gwaith TGAU: Amnewid, talgrynnu, newid testun.
Lefel A Uned I: Braslunio cromliniau.

Lefel A Uned 3: Diagramau pry cop a grisiau; dull Newton-Raphson o
ddatrys hafaliadau.

Cymwysiadau: Datrys problemau mewn cyd-destun sy'n golygu nad
oes modd cael datrysiad dadansoddol o hafaliad.

1"—‘.?

Ystyriwch unrhyw ffwythiant y = f(x), er enghraifft y = 3x3 + x —
y y=3x3+x-8

N
16+
12—
-8 F
4 F
g . L oSix
5 432 1,0 ¥ 23 45
Enghraifft

Gwreiddiau’r hafaliad yw ble mae’r gromlin yn torri’r echelin-x, sef ble mae f(x) = 0. Ar gyfer yr enghraifft uchod,
gwelwn fod un gwreiddyn yn bodoli, rhwng | a 2. Os na allwn ddatrys yr hafaliad gan ddefnyddio dulliau algebraidd,
yna gallwn geisio ffurfio perthynas gylchol er mwyn datrys yr hafaliad. | wneud hyn, rhaid yn gyntaf ail-drefnu’r
hafaliad f(x) = 0 i wneud x yn destun i’'r hafaliad.

Enghraifft: y = 3x3 + x — 8.

Ymgais |: 3x3+x—-8=0 Ymgais 2: 3x3+x—-8=0
x=8-3x3 3x3=8-x
3 87
X 3
318—x
x= [—
3

You® /adolygumathemateg Tudalen 2



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

Mae’r berthynas gylchol yn cael ei ffurfio o’r hafaliad:

3 [8—xp
3

— 3 —
Xn+1 = 8= 3xp Xn+1 =

Gwelwn o'r graff ar y dudalen flaenorol bod gwreiddyn yr hafaliad y = 3x3 + x — 8 yn agos at x = 1. Felly, gallwn
ddewis cychwyn yn x, = 1 a defnyddio’r berthynas gylchol i geisio darganfod y gwreiddyn.

x; =8-3xx3 x1=38_3x°

x; =5 x; = 1.326352403

x, = —367 x; = 1.305411212

X3 = 148292597 x3 = 1.3067752 o.‘

x4, = —9.783171512 x 10%* x4 = 1.306686444

x5 = 2.809055093 x 107° x5 = 1.30669222

x¢ = MATH ERROR xg = 1.306691844  ac yn y blaen...

Dargyfeirio, dim yn gallu ffeindio gwreiddyn. ~ Cydgyfeirio at 1.306691867.

Dangoswch fod i'r hafaliad 4x3 + 10x — 1 = 0 wreiddyn a rhwng 0 ac I.

(C3 Gaeaf 2006)

a4+3
Gellir defnyddio’r berthynas gylchol x,,; = % gydag x, = 0.1 i ddarganfod a. Cyfrifwch a chofnodwch

werthoedd x, x5, x3. Ysgrifennwch werth x3 yn gywir i chwe lle degol a dangoswch mai hwn yw gwerth a yn gywir
i chwe lle degol. [/]

X @mathemateg Tudalen 3
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T

4. (b) Dangoswch fod i’r hafaliad

(C3 Haf 2006)

X _4-10=0

wreiddyn oz rhwng 1 a 2.

Gellir defnyddio’r berthynas gylchol
Gy =5 0@, +10)

n

gydag a, = 1-2, i ddarganfod o. Darganfyddwch a chofnodwch werthoedd a , a,, a,. a

17727 73 T4

Ysgrifennwch werth ¢, yn gywir i bum lle degol a phrofwch mai’r gwerth hwn yw gwerth o
yn gywir 1 bum lle degol. [7]

You® /adolygumathemateg Tudalen 4




Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C3 Haf 2007)
3. (b) Dangoswch fod 1’1 hafaliad
1P +41-2=0
wreiddyn octhwng O ac 1.

Gellir defnyddio’r berthynas gylchol

2- t;j
lt1'1+1 = 4

gyda f, = 0-5 1 ddarganfod ¢. Darganfyddwch a chofnodwch werthoedd ¢, ,. #5, #,.
Ysgrifennwch werth 7, yn gywir 1 bedwar lle degol a phrofwch mai’r gwerth hwn yw gwerth
o yn gywir 1 bedwar lle degol. [7]

X @matnl.';emateg Tudalen 5
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(C3 Haf 2010)

4.

Dangoswch fod 1’r hafaliad
47 -2x-5=0

wreiddyn aerthwng 1 a 2.
Mae’n bosibl defnyddio’r berthynas gylchol
L
2x,+5 )3
X+l = 4 ?

gydag x, = 1'2. 1 ddarganfod . Darganfyddwch a chofnodwch werthoedd x,. x . x . x,.

Ysgrifennwceh werth x, yn gywir i bum lle degol a phrofwch mai’r gwerth hwn yw gwerth o yn

gywir i bum lle degol. [7]
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(C3 Gaeaf 2012)
3. (b) Dangoswch fodi’r hafaliad

204-4-7=0
wreiddyn ¢ thwng 1 a 2.

Mae’n bosibl defnyddio’r berthynas gylchol

1
(41, + T4
T el s

gyda t, =16 1 ddarganfod o/. Darganfyddwch a chofnodwch werthoedd ¢, 1,, f3, t,.
Ysgrifennwch werth 7, yn gywir 1 bum lle degol a phrofwch mai’r gwerth hwn yw gwerth
o yn gywir 1 bum lle degol. [7]
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(C3 Gaeaf 201 1)

4. Gallwch dybio bod it hataliad 6x*+7x-3=0 wreiddyn o rhwng O ac 1.
Mae’n bosibl defnyddio’r berthynas gylchol

3—6x)
7

Xn+1 =

gydag x, = 0-4 i ddarganfod «. Darganfyddwch a chofnodwch werthoedd xj, x,, x3, xy.
Ysgrifennwch werth x, yn gywir 1 bedwar lle degol a dangoswch mai’r gwerth hwn yw gwerth
o yn gywir 1 bedwar lle degol. [5]
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(C3 Haf 2013)

8. Gallwch dybio bod i'r hafaliad
x2+e =3=0
wreiddyn aerhwng—-2a —1.

Mae’n bosibl defnyddio’r berthynas gylchol
1
Xp+1 = _(3 — e )2
gydag x, = —1-5 1 ddarganfod o. Darganfyddwch a chofnodwch werthoedd x|, x,, x3, x,.
Ysgrifennwch werth x, yn gywir 1 bum lle degol a phrofwch mai’r gwerth hwn yw gwerth ayn
gywir 1 bum lle degol. [5]
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(C3 Gaeaf 2009)

4. (a) Tgwy fraslunio graffiau y = x”ac y = 4 — x, darganfyddwch nifer gwreiddiau real yr hafaliad
X’ +x-4=0. [3]

(b) Gallwch dybio bod i'r hafaliad x* + x — 4 = 0 wreiddyn o rhwng 1 a 2. Mae’'n bosibl
defnyddio’r berthynas gylchol

1

A (4 _xn)g

gydag x, = 1-4 1 ddarganfod a. Darganfyddwch a chofnodwch werthoedd x;, x,, x3, x,.
Ysgrifennwch werth x, yn gywir i bedwar lle degol a phrofwch mai'r gwerth hwn yw
gwerth o yn gywir 1 bedwar lle degol. [5]

Tudalen 10
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(C3 Haf 2005)

2. (a) Brasluniwch graffiau y = x* ac y = 1 — 3x. Diddwythwch nifer gwreiddiau real yr hafaliad
x+3x-1=0. (3]

(b) Dangoswch fod 1'r hafaliad
X +3x-1=0

wrelddyn oc thwng O ac 1.

Gellir defnyddio’r berthynas gylchol

1- x}
Xpr = 3

gydag x, = 0-3, 1 ddarganfod ¢. Darganfyddwch a chofnodwch werthoedd x, x,, x,, x,.
Ysgntennwch Werth x, yn gywir 1 bum lle degol a phrofwch mai’r gwerth hwn yw gwerth o
yn gywir 1 bum lle degol [7]
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(C3 Gaeaf 2013)

4. (a) Aryrundiagram, brasluniwch graffiau y = Inxac y = 11 - 2x.
Diddwythwch nifer gwreiddiau’r hafaliad

Inx+2x—11=0. 3]

(b)  Gallwch dybio bod i'r hafaliad
Inx+2x-11=0

wreiddyn oo thwng 4 a 5.
Mae’n bosibl defnyddio’r berthynas gylchol
_11-Inx,
Y1 = T3

gydag x, = 47,1 ddarganfod ¢. Darganfyddwch a chofnodwch werthoedd x|, x,, x5, x4.
Ysgrifennwch werth x, yn gywir i bum lle degol a phrofwch mai’r gwerth hwn yw gwerth
o yn gywir 1 bum lle degol. [5]
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(C3 Haf 2017)

4. Mae tanc mawr sydd ar ffurf ciwboid yn cael ei ddefnyddio i storio dWwr. Mae lled y tanc wedi’i
ddynodi gan xm. Mae hyd y tanc 4 m yn fwy na'r lled, ac mae uchder y tanc 2m yn llai na’r lled.

Cyfaint y tanc yw 150 m3.
(@ (i) Dangoswch fod x* + 2x2 — 8x — 150 = 0.

(i) Dangoswch fod 5 < x < 6. [4]

(b) Mae'n bosibl defnyddio’r berthynas gylchol
is
X, =(150+8x, —22)3

gydag x,, = 6, i ddarganfod gwerth x. Darganfyddwch a chofnodwch werthoedd
X, X5, X3, X4. Ysgrifennwch werth x, yn gywir i ddau le degol a phrofwch mai'r gwerth hwn
yw gwerth x yn gywir i ddau le degol. [5]
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L

4. Dangoswch fod i’r hafaliad

(C3 Haf 2012)

cosx—-5x+2=0
wreiddyn o rthwng 0 a %
Mae’n bosibl defnyddio’r berthynas gylchol

X .= %(2 +cosxn)

n+1

gydag x, = 06 1 ddarganfod o. Darganfyddwch a chofnodwch werthoedd Xy Xpp Xgp X,
Ysgrifennwch werth x, yn gywir i bum lle degol a phrofwch mai’r gwerth hwn yw gwerth o yn

gywir 1 bum lle degol. [7]
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e
Yn y pecyn diwethaf, gwelsom berthnasau cylchol o’r ffurf
Xn+1 = g(x,). Mae diagramau pry cop a diagramau grisiau yn darlunio

beth sy’n cymryd lle wrth ddefnyddio perthnasau cylchol o’r math yma i
ddarganfod gwreiddiau hafaliadau.

Gwaith TGAU: Amnewid, talgrynnu, newid testun.
Lefel A Uned I: Braslunio cromliniau.
Lefel A Uned 3: Gwreiddiau hafaliadau (pecyn 2).

Lefel A Uned 3: Dull Newton-Raphson o ddatrys hafaliadau.

Cymwysiadau: Datrys problemau mewn cyd-destun sy'n golygu nad
oes modd cael datrysiad dadansoddol o hafaliad.

1(—i‘t

Ystyriwch unrhyw ffwythiant y = f(x), er enghraifft y = 3x3 + x —
y y=3x3+x-8

N
16 |
2-r Theori ac
8 } Enghraifft
4+
L Il Il Il IC Il Il Il >Ix
S5 4 3 2 1,0 2 3 4 5

Gwreiddiau’r hafaliad yw ble mae’r gromlin yn torri’r echelin-x, sef ble mae f(x) = 0. Ar gyfer yr enghraifft uchod,
gwelwn fod un gwreiddyn yn bodoli, rhwng | a 2. Yn y pecyn gynt, gwelsom fod hi’n bosib ceisio datrys f(x) = 0
trwy ail-drefnu’r hafaliad i'r ffurf x = g(x), ac yna ffurfio perthynas gylchol o’r ffurf x,,.; = g(x;,).

Enghraifft: y = 3x3 + x — 8.

Ymgais 1: 3x3+x—-8=0 Ymgais 2: 3x3+x—-8=0

x=8—3x3 3x3=8-—x
Xp41 = 8 —3x3 x3=8%x
318—x
x=|—=
3

3(8—xpn
Xn+1 = 3
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Gwelwn o'r graff ar y dudalen flaenorol bod gwreiddyn yr hafaliad y = 3x3 + x — 8 yn agos at x = 1. Felly, gallwn
ddewis cychwyn yn x, = 1 a defnyddio’r berthynas gylchol i geisio darganfod y gwreiddyn.

x; =8—-3xx3 x1=38_3x°

X1 =5 x1 = 1.326352403

X, = —367 x, = 1.305411212

x3 = 148292597 x3 = 1.3067752 e®

x, = —9.783171512 x 10%* x4 = 1.306686444

x5 = 2.809055093 x 107° x5 = 1.30669222

x¢ = MATH ERROR x¢ = 1.306691844  ac yny blaen...

Dargyfeirio, dim yn gallu ffeindio gwreiddyn. Cydgyfeirio at 1.306691867.

| ddarlunio beth sy’n digwydd uchod, gallwn blotio y = f(x), ag y = g(x) ar yr un diagram.
y y=3x3+x-8 y y=3x3+x—-8
S 3R
2—F 2}
_38—=x
. 1+ 1Y = 3
L C 1 1 >I X L C L L >| X
-1 J) 1 2 3 g i J) 1 2 3
y=8-—3x3 l
1L 1L
Ym mhob achos, gwelwn fod gwreiddyn y = 3x3 + x — 8 yn hafal i'r gwerth ar gyfer x ble mae’r llinell yn

croestorri’r gromlin y = g(x). Mae hyn yn gwirio bod datrys f(x) = 0 yr un peth 4 datrys x = g(x).

Gallwn ddefnyddio’r rhifau sy’n dod o’r berthynas gylchol x,,,1 = g(x,) i ffurfio naill ai diagram pry cop neu
ddiagram grisiau.

Diagram pry cop Diagram grisiau
1 F 1 F
08 08
0.6 F 0.6 F
04 F 04 F
0.2 F 0.2 F
0 1 1 1 1 > X 0 1 1 1 1 —> X
0O 02 04 06 038 1 1.2 0O 02 04 06 038 1 1.2
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Mae angen plotio llinellau i fynd o

i (xg,xq) i

i(xq,%0) i

Yr Adran Fathemateg

i (X9,%3) 0.

Mae’r llinellau yma’n naill ai’'n cydgyfeirio i wreiddyn y = f(x) neu’n dargyfeirio.

Ar gyfer yr enghraifft ar y dudalen flaenorol, dyma beth sy’n digwydd.

y
IOY-
3

y=8-—3x
5
1 1 C >| X
-10 -5 10
-5
dargyfeirio|
diagram pry cop
-10

Ymarfer |

Mae’r graffiau isod yn dangos llinell

(@) xo = 0.2

1.8 F
1.6
1.4
1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

1.6

14

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

Y 3|18 —x
R
- cydgyfeirio,
diagrar pry cop
L L L L L L L N x
7
0O 02 04 06 08 1 12 14 16

T

a ffwythiant y = g(x). Trwy gychwyn yn y gwerth a nodir ar gyfer x,
ychwanegwch linellau i’r graff i ffurfio naill ai diagram pry cop neu ddiagram grisiau. Nodwch o dan bob graff os yw'r
llinellau’n cydgyfeirio i wreiddyn x = g(x) neu’n dargyfeirio.

y=9(x)

O L L L L

[ >| X

0 02040608 1 12141618 2

Youlfl® /adolygumathemateg

(b) xo = 1.6

2
1.8
1.6
1.4
1.2

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0

A

y

y =g(x)

L L L L L L L L L >lx

0 02040608 1 12141618 2
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Yr Adran Fathemateg

(c) xo = 0.6 (ch) xo = 0.6
y y
16 £ 2 £
18 }
1'2 1.6 ™
. 14 }
da 12 }
1 -
0.6
08 |
0.4
06 |
0.2
04 F
L | Wal Il Il Il N )
7] > X 02
04-92°9 02040608 1 121416
-0: 5 0 I 1 1 1 >l X
04 L p=1gGd 0 02040608 1 12141618 2
Ymarfer 2

Mae’r graff isod yn dangos braslun o’r hafaliad y = g(x) a’r llinell y = x. Mae’r hafaliad x = g(x) efo gwreiddiau
x = a ac x = [ fel sy’n cael eu dangos ar y graff.

y

1.4 /
1.2

1
0.8
0:6
0:4

0:2
—

\

0

y=g()

-0.2 { 0.2 04 06 08 1 12 1.4
-0:2

1 ~ X
7

Mae perthynas gylchol o’r ffurf x,,.1 = g(x,) yn cael ei ddefnyddio i geisio darganfod gwreiddiau o’r hafaliad
x = g(x). Disgrifiwch beth sy’n digwydd i’r iteriad mewn achos ble mae’r gwerth cychwynnol x,

(@) rhwng O ag a

(b) rhwng @ a 8

(c) yn fwy na

X @mathemateg
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Ymarfer 3

Mae Siwan yn dymuno datrys yr hafaliad ciwbig y = 2x3 + 2x — 3. ® e

(2) (i) Ail-drefnwch yr hafaliad 2x3 + 2x —3 =0 (ii) Ail-drefnwch yr hafaliad 2x3 4+ 2x —3 =0

i'r ffurf x = g(x), gan wneud yr x cyntaf (yr un coch) i'r ffurf x = g(x), gan wneud yr ail x (yr un gwyrdd)
yn destun i’r hafaliad. yn destun i’r hafaliad.

(b) Ffurfiwch berthynas gylchol x,,,; = g(x;) o’r hafaliadau o ran (a) y cwestiwn.

(i) (ii)

(c) Gan gychwyn yn x, = 0.5, darganfyddwch werthoedd x4, x,, X3, X4, X5 ym mhob achos.

(i) %, = (i) %, =
X2 = X2 =
X3 = X3 =
Xy = Xy =
X5 = X5 =

(ch) Pa un o’r dilyniannau uchod sy’n cydgyfeirio, a pha un sy’n dargyfeirio?

(d) Defnyddiwch y diagramau isod i lunio diagram pry cop ar gyfer bob iteriad.

(i) 1.63; (i) < 1.6 %
14} 1.4
T~ 1.2
1 1
0.8 0.8
0:6 0:6
0.4 0.4
0.2 0.2
—_—g L by — sy
0.60.497 § 02040608 1 121416 0.60.497 § 02040608 1 A21416
04} 04}
06-L Y59 06 L Y E (%)

(dd) Ar gyfer yr iteriad sy’n cydgyfeirio, ysgrifennwch werth x5 yn gywir i un lle degol. Profwch mai hwn yw gwerth
gwreiddyn hafaliad gwreiddiol Siwan yn gywir i un lle degol.
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St

(OCR Further Pure Mathematics 2 [4726] Haf 2010)

7
y=x

y=2In(3x-2)

B o

o/i

The line y = x and the curve y = 2In(3x — 2) meet where x = o and x = f3, as shown in the diagram.

(i) Use the iteration x,,, = 2In(3x, — 2), with initial value x, = 5.25, to find the value of B correct
to 2 decimal places. Show all your working. [2]

(ii) With the help of a ‘staircase’ diagram, explain why this iteration will not converge to &, whatever
value of x, (other than @) is used. [3]
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(OCR Further Pure Mathematics 2 [4726] Haf 201 1)

3 Itis given that F(x) = 2 + Inx. The iteration x, ,
x=2+Inx.

, = F(x,) is to be used to find a root, «, of the equation

(i) Taking x, = 3.1, find x, and x,, giving your answers correct to 5 decimal places. [2]

(iii) INustrate the iteration by drawing a sketch of y = x and y = F(x), showing how the values of x,
approach o. State whether the convergence is of the ‘staircase’ or ‘cobweb’ type. [3]

Yo /adolygumathemateg Tudalen 8



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(OCR Further Pure Mathematics 2 [4726] Haf 2012)

4 Itis given that the equation x* — 2x — 1 = 0 has only one positive root, a, and 1.3 < a < 1.5.

()

0

The diagram shows a sketch of y =x and y = V2x + 1 for x > 0. Use the iteration X = V 2x +1 with
x, = 1.35 to find x, and x,, correct to 4 decimal places. On the copy of the diagram show how the

iteration converges to a. [3]
(ii) For the same equation, the iterationx = %(x: - 1) with x, = 1.35 gives x, = 1.1608 and x, = 0.4077,

correct to 4 decimal places. Draw a sketch of y =x and y = %(.x4 - 1) for x = 0, and show how this
iteration does not converge to a. [2]
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(OCR Further Pure Mathematics 2 [4726/01] Haf 2016)
4  You are given the equation (2x—1)*—e* = 0.
(i) Verify that 0 is a root of the equation. [1]
There are also two other roots, o and 3, where 0 < a < B.
(ii) The iterative formula x_, = In(2x, — 1)? is to be used to find a root of the equation.

(a) Sketch the line y=x and the curve y=In(2x— 1) on the same axes, showing the roots
0, @ and B. [3]

(b) By drawing a ‘staircase’ diagram on your sketch, starting with a value of x that is between
o and 3, show that this iteration does not converge to . [1]

(c) Using this iterative formula with x, = 3.75, find the value of S correct to 3 decimal places.  [3]
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(OCR Further Pure Mathematics 2 [4726/01] Haf 2017)

8  Itis required to solve the equation f(x) = In(4x—1)—x = 0.

(i) Show that the equation has two roots, o and 3, such that 0.5 <o < land 1 < 8 < 2. [1]
(ii) Use the iterative formula x_, , = In(4x, — 1) with x, = 1.8 to find x), x, and x, correct to 5 decimal
places. Write down the value of B to as many decimal places as these values justify . [3]

(iii) Derive the iterative formula x| = (e 4+ ) and use it to find o correct to 4 decimal places. (4]

(iv) Show that the iterative formula in part (ii) will not find the value of . Determine whether the iterative
formula in part (iii) will find the value of 3. [3]
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L

(OCR Further Pure Mathematics 2 [4726/01] Haf 2014)

9  The equation 10x—8Inx =28 has a root a in the interval [3, 4]. The iteration x , = g(x ), where
g(x) = 2.8+0.8Inx and x, = 3.8, 1s to be used to find .

(i) Find the value of o correct to 5 decimal places. You should show the result of each step of the iteration
to 6 decimal places. [4]

(ii) Illustrate this iteration by means of a sketch. [2]
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Pl e

O gael hafaliad y = f(x), mae’r dull Newton-Raphson yn defnyddio
tangiadau i geisio darganfod gwreiddiau’r hafaliad.

Gwaith TGAU: Amnewid, talgrynnu.
Lefel A Uned |: Braslunio cromliniau, differu.

Cymwysiadau:
e Datrys problemau mewn cyd-destun sy'n golygu nad oes modd
cael datrysiad dadansoddol o hafaliad.
e Darganfod pwyntiau arhosol.
e Darganfod cilydd rhif heb orfod rhannu.

Pl e
Ystyriwch unrhyw ffwythiant y = f(x), er enghraifft y = x2 — 2.
y y=x%-2
A ' ' ' '
~18-F

20

161 Theori ac

14—+ Enghraifft
12

10}

Gwreiddiau’r hafaliad yw ble mae’r gromlin yn torri’r echelin-x, sef ble mae f(x) = 0. Ar gyfer yr enghraifft uchod,
gwelwn fod dau wreiddyn yn bodoli: un negatif rhwng —2 a —I; ag un positif rhwng | a 2. Mae’r dull Newton-Raphson
yn defnyddio tangiadau i geisio darganfod gwreiddyn hafaliad:

f(xn)
Xn+1 = Xn _f’(xn) °Q ‘

Nodwch fod f'(x;,) yn cynrychioli’r fiwythiant a geir trwy ddifferu f(x,).
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Enghraifft: y = x2 — 2.

Gwelwn o'r graff ar y dudalen flaenorol bod gwreiddyn yr hafaliad y = x? — 2 yn agos at x = 2.
Felly, gallwn ddewis cychwyn yn x, = 2 a defnyddio’r berthynas gylchol i geisio darganfod y gwreiddyn.

f(xn) = erL -2 f’(xn) = 2xp
22-2
X =2- 2%2
x; =15
1.52-2
X =15- 2x1.5

x, = 1.416 c @ ©
x; = 1414215686
x, = 1414213562
x5 = 1.414213562

Gan ddefnyddio cyfrifiannell arferol, y gwerth mwyaf manwl gywir y mae’n bosib ei ddarganfod ar gyfer y gwreiddyn
yw x = 1.414213562. (Byddai modd defnyddio’r dull newid arwydd i brofi mai hwn yw gwerth y gwreiddyn i naw lle
degol.) | ddarlunio beth sy’n digwydd uchod, gallwn ddefnyddio’r graff isod.

8K

y =x?%—2

7 F

e Rydym yn cychwyn yn y pwynt (x,, 0) ar yr echelin—x, sef y pwynt (2, 0).
e Rydym yn llunio i'r gromlin ar y pwynt (2,22 — 2 = 2). ) ‘ ‘

e Mae'r yn croestorri’r echelin—x yn y pwynt (x4, 0), sef (1.5, 0).
e Rydym yn llunio tangiad i'r gromlin ar y pwynt (1.5,1.52 — 2 = 0.25).

e Mae'’r tangiad yn croestorri’r echelin—x yn y pwynt (x5, 0), sef (1.416,0).
e Acyny blaen...

Mae’r dull Newton-Raphson fel arfer yn cydgyfeirio’n sydyn, ond gall fod yn annibynadwy os yw graddiant unrhyw
dangiad yn fach.

Sialens! A Profwch mai x,,,1 = x,, — 1{1(();71)) yw'r iteriad ar gyfer y dull Newton-Raphson gan gychwyn efo hafaliad

tangiad cyffredinol yn y ffurf y — y; = m(x — x;).
X @mathemateg Tudalen 3
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St

(Uned 3 Haf 2024)
8. Mae'r ffwythiant f'yn cael ei ddiffinio gan
f(x):x3 +4x? —3x-1.

(@) Dangoswch fod gan yr hafaliad f(x) =0 wreiddyn yn y cyfwng (interval) [0, 1].

(b) Gan ddefnyddio dull Newton-Raphson gyda x, =0-8,
(i) ysgrifennwch werth degol x, yn llawn fel mae eich cyfrifiannell yn ei roi,

(i) darganfyddwch werth y gwreiddyn hwn yn gywir i chwech lle degol.

LI | —

(c) Esboniwch pam dydy’r dull Newton-Raphson ddim yn gweithio os yw x, == .

You® /adolygumathemateg Tudalen 4
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(Edexcel Further Pure Mathematics | [6667/01] Haf 2019)

1
4. (i f(x)=3x2— —= — 5x, > 0
(1) (x) =3x 5 \/; X, X
(a) Show that the equation f(x) = 0 has a root a in the interval [1, 2].
()
(b) Find f'(x).
2)

(c) Using x, =2 as a first approximation to @, apply the Newton-Raphson
procedure once to f(x) to find a second approximation to a, giving your answer
to 2 decimal places.
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(Uned 3 Haf 2023)

01| 4 Mae ffwythiant /' gyda'r parth (—c-o,oo) wedi'i ddiffinio gan f(x)= 6x° +35x* —Tx—6.

a) Darganfyddwch nifer y gwreiddiau sydd gan yr hafaliad f(x)=0 yny cyfwng
(interval) [-1, 1]. [2]

b) Defnyddiwch y dull Newton-Raphson i ddarganfod gwreiddyn sydd gan yr
hafaliad f(x)=0.
Gan ddechrau gydag x, =1,
i) ysgrifennwch werth x,,

ii) darganfyddwch werth y gwreiddyn yn gywir i un lle degol. [4]

c¢) Mae rhywun yn awgrymu byddai’n bosibl defnyddio dilyniant iterus (iterative) arall

7x, +6—6x,
xn—l = 35 ’

gan ddechrau gydag x, =-3, i ddarganfod gwreiddyn sydd gan yr
hafaliad f(x)=0.
Esboniwch pam mae’r dull hwn yn methu (fails). [2]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(Edexcel Further Pure Mathematics | [6667/01] Haf 2014)

2.

5
fx)=x— — +2x-3, x>0
2x*

(a) Show that the equation f(x) = 0 has a root & in the interval [1.1, 1.5].
(2)

(b) Find f'(x).
)

c sing x. = 1.1 as a first approximation to a, a the Newton- son procedure

Using x, = 1.1 fi PP pply the N Raphson proced
once to f(x) to find a second approximation to a, giving your answer to 3 decimal
places.

)

You® /adolygumathemateg Tudalen 8
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(Edexcel Further Pure Mathematics | [6667/01] Haf 2016)
3 -1
2. fox)=3x2 —25x 2125, x>0

(@) Find f'(x).
(2)

The equation f(x) = 0 has a root a 1n the interval [12, 13].

(b) Using x, = 12.5 as a first approximation to a, apply the Newton-Raphson procedure
once to f(x) to find a second approximation to a, giving your answer to 3 decimal
places.
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w

Os yw ffwythiant yn torri trwy’r echelin—x, yna gallwn ddangos bod gan y 1
ffwythiant wreiddyn trwy edrych ar arwydd y ffwythiant bob ochr i'r

N

gwreiddyn. Mae’r newid arwydd yn dangos bod gan y ffwythiant wreiddyn e >hx
yn y cyfwng a nodwyd. '1_1 >
Er enghraifft, ar gyfer y ffwythiant ar y dde, mae’r newid arwydd rhwng
f(2.5) a f(3.5) yn dangos bod gwreiddyn yn bodoli yn y cyfwng [2.5, 3.5]. Z
Fodd bynnag, nid yw’r dull newid arwydd yn gweithio bob tro. -3
Ymarfer |
6 Y Ystyriwch y ffwythiant sy’n cael ei ddangos ar y chwith.
5 (a) Mae newid arwydd rhwng f(—3) a f(—1.5).
4 Pam na ellir casglu felly bod gwreiddyn yn y cyfwng [—3, —1.5]?
3/}
1 1 1 C 1 lﬂ x

5 4 3 2 Ji, 0 1 2 3 4 5 (b) Mae’r graff yn dangos bod gan y ffwythiant wreiddyn pan fo
x = 3. Pam na fyddai’r dull newid arwydd, yn y cyfwng [2, 4], yn
gallu lleoli’r gwreiddyn yma?

(c) Ysgrifennwch gyfwng lle fyddai’r dull newid arwydd yn gallu lleoli gwreiddyn.

Ymarfer 2
Ystyriwch y ffwythiant sy’n cael ei ddangos ar y dde. 6 Y

(2) Beth sydd ©o’i le efo defnyddio’r dull newid arwydd i leoli
gwreiddyn yn y cyfwng [0, 2]?

> x

(b) Beth sydd o’i le efo defnyddio’r dull newid arwydd i leoli
gwreiddyn yn y cyfwng [—1.75, 1.5]?
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Ymarfer 3 y

3
N
Ar gyfer y graff ar y dde, beth fyddai’r broblem efo cychwyn y dull 5
Newton-Raphson ar xy, = 2?
1
L C >lx
100 5
1-F
2}t
3L
Ymarfer 4
1 3_/ (a) Mae’r graff ar y chwith yn dangos y gromlin y = x190,
N Mae cefnogwr brwd dull Newton-Raphson yn penderfynu defnyddio’r dull i
ddarganfod gwreiddyn y = x1°9, sydd yn (0, 0). Beth sy’n digwydd wrth
05 ddefnyddio’r dull gan gychwyn efo x, = 0.1?
i © > X
-2 i (] 1 2
-0.5
1L

(b) Mae’r cefnogwr brwd nawr yn penderfynu defnyddio’r dull i ddarganfod

1
gwreiddyn y = 3x3, sydd eto yn (0, 0). Beth sy’n digwydd wrth ddefnyddio’r
dull gan gychwyn efo x, = 0.1?
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e

(Uned 3 Haf 2019)

1] 2 Mae cord AB yn cynnal ongl 8radian yng nghanol cylch. Mae’r cord yn rhannu'r cylch yn
ddau segment, ac mae arwynebeddau’r segmentau yn 8l y gymhareb 1:2.

N

a) Dangoswch fod sinf= 6 — QTE [4]

b) i) Dangoswch fod & rhwng 2-6 a 2-7.

i) Gan ddechrau gyda 6, = 2-6, defnyddiwch y Dull Newton-Raphson i
ddarganfod gwerth € yn gywir i dri lle degol. [6]
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(Uned 3 Haf 2018)

1 | 7 | Trwy luniadu graffiau addas, dangoswch fod gan x — 1 = cosx un gwreiddyn yn unig.
Gan ddechrau gydag x, = 1, defnyddiwch y dull Newton-Raphson i ddarganfod gwerth y
gwreiddyn hwn yn gywir i ddau le degol. [6]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Pl e

Datrys hafaliadau’n ymwneud &’r ffwythiannau trigonometreg
sec, cosec a cot.

Gwaith TGAU: Amnewid, datrys hafaliadau, ffactorio mynegiadau
cwadratig.
Lefel A Uned I: Datrys hafaliadau trigonometreg.

Deall parth, amrediad a graff y tri fiwythiant.
Differu ac integru ffwythiannau trigonometreg.

Beth yw cilydd y ffwythiannau trigonometreg sin, cos a tan? Mae problem efo defnyddio’r
nodiant arferol x~1 = = ar gyfer y cilydd, gan ein wedi defnyddio’n barod sin™!

X
i'n helpu darganfod onglau. Er enghraifft, os yw sin(x) = 0.5, yna mae

,cos latan™!

x = sin~1(0.5)
x = ..,30°..

Felly, nid yw sin~1(0.5) yn cynrychioli sin(1—05)’ ond yn hytrach y set o’r onglau ble mae sin yr

1
sin(0.5)’

onglau’n rhoi’r ateb 0.5. Er mwyn cynrychioli mae mathemategwyr wedi cyflwyno tri

ffwythiant trigonometreg newydd:

sec(x) = cosec(x) = cot(x) =

cos(x)’ sin(x)’ tan(x)

Gallwn olrhain dau unfathiant trigonometreg newydd o’r unfathiant sin?(x) + cos?(x) = 1.

sin?(x) + cos?(x) = 1 sin?(x) + cos?(x) = 1

:zzg; :;22((;)) = Sinzl(x) (Rhannu efo sin?(x)) (Rhannu efo cos?(x))
1 + cot?(x) = cosec?(x) (Symleiddio) (Symleiddio)
cosec?(x) = 1 + cot?(x) (Cyfnewid ochrau) (Cyfnewid ochrau)

Gallwn ddefnyddio’r unfathiannau uchod wrth ddatrys hafaliadau trigonometreg sy’n cynnwys y ffwythiannau
sec, cosec a cot.
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T

3. (a) Trwyddefnyddio gwrthenghraifft, dangoswch fod y gosodiad

(C3 Haf 2005)

cot> @ = 1 + cosec’ @

yn anghywir. 2]

(b) Darganfyddwch holl werthoedd € yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy’'n bodloni

10 sec’0= 11 tan 6 + 16. [6]
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T

2. (a) Trwy ddefnyddio gwrthenghraifft, dangoswch fod y gosodiad

(C3 Haf 2008)

2 tané®
1+tan* @

yn anghywir, [2]

tan26 =

(b) Darganfyddwch holl werthoedd 0 yn yr amrediad 0° < 0 < 360° sy 'n bodloni

2sec’H = 8 — tan®. [6]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C3 Gaeaf 2010)
2. (a) Trwy ddefnyddio gwrthenghraifft, dangoswch fod y gosodiad
sin40 = 4sin’ 6 — 3sin6
yn anghywir. (2]
(b)  Darganfyddwch holl werthoedd 6 yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy’n bodloni
3sec?@=7— 11tan 6.

Rhowch eich atebion yn gywir 1 un lle degol. [6]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C3 Gaeaf 201 1)
2. (a) Trwy ddefnyddio gwrthenghraifft, dangoswch fod y gosodiad
sec? @ = 1— cosec’6
yn anghywir. 2]
(b)  Dargantfyddwch holl werthoedd € yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy’n bodloni

3cosec?@® =11-2cotf . [6]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C3 Gaeaf 2012)
2. (a) Trwy ddefnyddio gwrthenghraifft, dangoswch fod y gosodiad
sin(@ + ¢) =sinf + sin ¢

yn anghywir. 2]

(b) Darganfyddwch holl werthoedd 8 yn yr amrediad 0°< 6 <360°sy’n bodloni

sec?0+ 8 = 4tan? 0 + 5secH. [6]
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(C3 Gaeaf 2013)

2. (a) (1) Trwyddefnyddio gwrthenghraifft, dangoswch fod y gosodiad
cos’@=1—sin’6

yn anghywir.

(i)  Ysgrifennwch werth 8 sydd yn bodloni’r hataliad

cos’0=1-sin’@ [3]

(b) Darganfyddwch holl werthoedd 6 yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy’n bodloni
4cosec?d=9 — 8cotb. [6]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C3 Haf 2013)
2. (a) Darganfyddwch holl werthoedd 6 yn yr amrediad 0° < 8 < 360° sy’n bodloni

4cot?@ — 8 = 2 cosec?@ — 5 cosech. [6]

(b) Darganfyddwch holl werthoedd ¢ yn yr amrediad 0° < ¢ < 360° sy’n bodloni

sece + 2tang = 0. [3]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C3 Gaeaf 2014)

2. (a) Trwy ddefnyddio gwrthenghraifft, dangoswch fod y gosodiad
‘Os yw x yn ongl lem, yna mae sin(x + 30°) > sin x’
yn anghywir. [2]
(b) Darganfyddwch holl werthoedd @ yn yr amrediad 0° < @ < 360° sy’n bodloni

15cosec?0 + 2 cot@ = 23. [6]
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(C3 Haf 2015)
2. (a) Darganfyddwch holl werthoedd € yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy’n bodloni
7 cosec? —4 cot’0 =16 + 5 cosec 6. [6]
(b) Heb wneud unrhyw waith cyfrifo, eglurwch pam nad oes unrhyw werthoedd ¢ yn yr
amrediad 0° < ¢ < 90° sy’n bodloni’r hafaliad

4 sec+ 3 cosecd = 6. 1]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C3 Haf 2016)

2. (a) Darganfyddwch holl werthoedd 6 yn yr amrediad 0° < 8 < 360° sy’'n bodloni

3 cosec B (cosec@— 1) =5 cot?8-9. [6]

(b) Darganfyddwch holl werthoedd ¢ yn yr amrediad 0° < ¢ < 360° sy’n bodloni

2cosecp+ 3secdp=0. [3]
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(C3 Haf 2018)

2. (a) Darganfyddwch holl werthoedd 8 yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy’n bodloni

3cosec?® + 6cotd = 8 — Scot?6. [6]

(b) Heb wneud unrhyw waith cyfrifo, esboniwch pam nad oes dim gwerthoedd ¢ yn yr
amrediad 0° < ¢ < 90° sy’n bodloni’r hafaliad

sec¢ + 2tan¢g = 0-8. [1]
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L

(Uned 3 Haf 2019)

0] 9| a) Owybodbod ea yn ddwy ongl fel bod tane = 2cotf3, dangoswch fod

tan(e + §) = —(tana + tanpg). [2]

b) Darganfyddwch holl werthoedd 6 yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy’'n bodloni’r
hafaliad

4tan@ = 3sec?6 - 7. [6]
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Yr Adran Fathemateg

ST

T

Wrth fesur onglau, rhaid penderfynu ar
raddfa sy’n mynd o sero i'r gwerth ar
gyfer troad cyfan. Wrth fesur onglau
mewn graddau, mae’r raddfa’n mynd o
0° i 360°. Dewiswyd 360 gan ei fod efo
nifer fawr o ffactorau — er enghraifft, yn
ystyried y rhifau rhwng | a 10, dim ond
7 sydd ddim yn ffactor o 360. Golygai
hyn ei bod hi’n hawdd hollti troad cyfan
i mewn i 3 darn hafal; 5 darn hafal; ayb.

Nid graddau yw’r unig raddfa ar gyfer
mesur onglau. Mae tirfesurwyr yn
Ewrop yn defnyddio 400 gradian ar
gyfer troad cyfan (fel bod 100 gradian ar
gyfer bob ongl sgwar). Mae’r system
yma’n deillio o Ffrainc, ac mae’n
ymddangos ar gyfrifianellau gwyddonol
fel un o’r opsiynau ar gyfer mesur
onglau. Ni fyddem, fodd bynnag, yn
defnyddio gradianau i fesur onglau yn y
cwrs Lefel A. Yn hytrach, y system fydd
o ddefnydd i ni fydd y system o fesur
onglau mewn radianau. Yn y system
yma, mae troad cyfan yn hafal i 2%
radian (sydd, i 2 le degol, yn hafal i 6.28
radian). Ar yr olwg gyntaf, mae

defnyddio system o’r fath yn gwneud pethau’n fwy cymhleth — dychmygwch fesur ongl aflem gan
ddefnyddio’r onglydd ar y dde, er enghraifft. Mantais fawr y system, fodd bynnag, yw’r
fformiwlau mwy syml sy’n deillio o fesur ongl mewn radianau.

Youlfl® /adolygumathemateg

Yny cwrs TGAU, rydym wedi bod yn mesur onglau mewn graddau,

o 0°i 360°. Er mwyn gallu cyfrifo hyd arc ac arwynebedd sector mewn
cylch yn effeithlon, mae’n fanteisiol i ni ddefnyddio graddfa wahanol i
fesur onglau yn y cwrs Lefel A.

Gwaith TGAU: Mesur onglau, cyfrifo cylchedd ac arwynebedd cylch,
cyfrifo arwynebedd segment cylch.
Lefel A Uned I: Trigonometreg.

Lefel A Uned 3:
e Brasamcanion onglau bach.
e Integru ffwythiannau trigonometreg.
Cymwysiadau:
e Mesur buanedd onglog mewn ffiseg / mathemateg bellach.
e Mesur amledd ton electromagnetig.

I
2
|
2rn 16 15 T
3 181716 15 14 3
\ 919 1342 /
2.1 1.1
3n 2.2 1.0 0.9 T
71 : 2
N\ 23 | 08’
2.4 A0 100 80 7 07
s5n 25 n® R4 06 T
6 N26 S . ) 6
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27 > (“
o cos - cos + - 0.4
28 © tan - tan + © 03
29 g cot - cot + 2 02
3.0 ° sec - sec + '
3.1 - csc + II'| I ocsc +
N o
T—= 2
3.2 o sin - v sin -
o
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34 2 tan + tan -
35 2, cot + cot -
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3.6 2,
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2

Enghraifft
Tudalen 2



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

Ymarfer |

(a) Cwblhewch y tabl canlynol. Rhowch eich atebion yn nhermau m, os yn bosib.

Ongl mewn graddau 0° 90° 360° 45° 100°

. 3
Ongl mewn radianau 7 rad > rad 5 rad

(b) Cwblhewch y brawddegau canlynol.
| newid ongl mewn graddau i fod mewn radianau, rhaid [lUOSI €f0 ......cc.cocureviirencirecrinecrcreceee e
| newid ongl mewn radianau i fod mewn graddau, rhaid [lUosi €fo ...

Hyd Arc ac Arwynebedd Sector

Gadewch i ni ystyried y diagram ar y dde, sy’n dangos cylch efo radiws 7.
Yn gyntaf, gadewch i ni gyfrifo hyd yr arc goch, sydd yn ffracsiwn o gylchedd y cylch.
Mewn graddau Mewn radianau ‘
Hyd yr arc = 36600 X 1 X diamedr Hyd yr arc = %\X‘i{ X diamedr
Hyd yr arc = g X diamedr
Hyd yr arc = 8 X radiws
Hyd yrarc =16

Gwelwn fod y fformiwla ar gyfer hyd yr arc yn fwy syml o lawer wrth fesur yr ongl mewn radianau.
Mae hyn hefyd yn wir wrth geisio cyfrifo arwynebedd y sector biws, sydd yn ffracsiwn o arwynebedd y cylch.

Mewn graddau Mewn radianau

Arwynebedd y sector = X 1T X radiws? Arwynebedd y sector = %X X radiws?

360°
(2] .
Arwynebedd y sector = 7 X radiws?

Arwynebedd y sector = %rzﬁ

Eto mae’r fformiwla ar gyfer arwynebedd y sector yn fwy syml wrth fesur yr ongl mewn radianau, gan fod y ddau
symbol 7 yn canslo. | grynhoi, wrth fesur ongl mewn radianau,

© Hyd arc cylch = 0 (@) © Arwynebedd sector cylch = %rze (@)

Arwynebedd Segment Cylch A
Mae’n ddefnyddiol hefyd gallu cofio’r fformiwla ar gyfer cyfrifo arwynebedd
, fel sy’n cael ei ddangos ar y dde. Wrth fesur yr ongl 8 mewn B

radianau: ‘

Arwynebedd y segment = Arwynebedd y sector — Arwynebedd y triongl

Arwynebedd y segment = %rZH - %ab sinC
© Arwynebedd y segment = %rze - %rz sinf

T —
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T

(C2 Gaeaf 2005)

9.

A

Yn y diagram, mae’r pwyntiau A a B ar gylch, canol O a radiws 4 cm. Mae'r tangiad i’t cylch yn A
yn croestorri’t llinell OB wedi’1 hestyn (produced) yn' y pwynt C. Hyd yr arc AB yw 3 cm.

(a) Darganfyddwch A(/)\B mewn radianau. 2]

(b)  Cyfrifwch arwynebedd y rhanbarth sydd wedi’i dywyllu. Rhowch eich ateb yn gywir i ddau
le degol. [4]
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T

(C2 Haf 2008)

9.

Mae’r diagram yn dangos dau bwynt A a B ar gylch a chanol O a radiws 6 cm. Hyd yr arc AB yw
54 cm.

(a) Dangoswch mai arwynebedd y sector AOB yw 16-2cm?. (4]

(b) Darganfyddwch arwynebedd y rhanbarth sydd wedi’i dywyllu, gan roi eich ateb yn gywir i
un lle degol. [3]
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(C2 Haf 2013)

9.

Mae'’r diagram yn dangos tri phwynt A, B ac C ar gylch a chanol O a radiws 7-2cm.

(a) O wybod bod A/O\B = 1-1 radian, darganfyddwch arwynebedd y triongl AOB. Rhowch
eich ateb yn gywir i un lle degol. [2]

(b) Arwynebedd y sector BOC yw 1944 cm?. Darganfyddwch hyd yr arc BC. [3]

Yo /adolygumathemateg Tudalen 6



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Haf 2006)

10.

M’;d\c’r diagram yn dangos dau bwynt P a Q ar gylch, canol O a radiws 4 c¢m, fel bod
POQ = 6 radian. Perimedr ac arwynebedd y sector POQ yw x cm ac A cm?, yn 4l eu trefn.
O wybod bod x =3A,

(a) dangoswch fod 8 =04, [4]

(b) cyfrifwch arwynebedd y rhanbarth sydd wedi’i dywyllu, gan roi eich ateb yn gywir 1 dri lle
degol. [4]

Tudalen 7
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(C2 Gaeaf 2006)

9.
A

S
B
C
Mae’r diagram yn dangos cylch 4 chanol O a radiws 4 cm. Mae’r pwyntiau A, B a C ar y cylch. fel

y dangosir, ac mae’r onglau 6 a ¢ wedi’'u mesur mewn radianau. Swm arwynebeddau’r sectorau
AOB a BOC yw 152 cm’,

(a) Dangoswch fod 8+ ¢=19. (2]

(b) O wybod bod hyd yr arc AB 3-2 cm yn fwy na hyd yr arc BC, darganfyddwch werthoedd
Oa ¢. [4]
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(C2 Haf 2007)
9,

M/z\le’r diagram yn dangos dau bwynt A a B ar gylch, canol O a radiws 6 cm, fel bod
AOB = Bradian. O wybod bod cylchedd y cylch 24 cm yn fwy na dwywaith hyd yr arc AB,

(a) dangoswch fod 6= 7 -2, [4]

(b) cyfrifwch arwynebedd y rhanbarth sydd wedi’i dywyllu. [3]
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(C2 Gaeaf 2008)

9.

M}a\e’r diagram yn dangos dau bwynt P a Q ar gylch a chanol O. Radiws y cylch yw r cm ac mae
POQ = 0 radian. Hyd yr arc PO yw 6 cm ac arwynebedd y sector POQ yw 22-5 cm”.
Darganfyddwch werthoedd r a 0. [5]
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(C2 Gaeaf 2009)

9.

Mae’r diagram yn dangos tri phwynt £, Q ac R ar gylch a chanol O a radiws 4-8 cm.

AN
(a) O wybod bod POQ = 0-7 radian, darganfyddwch arwynebedd triongl POQ. Rhowch eich
ateb yn gywir i ddau le degol. (2]

(b) Hyd yr arec RQ yw L cm ac arwynebedd y sector ROQ yw A cm?. O wybod bod A = kL,
darganfyddwch werth k. [3]
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(C2 Gaeaf 201 1)

9.

4cm
P

Mac’r diagram yn dangos dau bwynt P a Q ar gylch a chanol O a radiws 4 cm. Mac’r tangiad
1’r cylch yn P yn /(;\rocstorri’r llinell OQ wedi’i hymestyn yn y pwynt R. Hyd yr arc PQ yw
5:2¢m ac mac POQ = 6 radian.

(a) Darganfyddwch werth 6. [2]

(b) Cyfrifwch arwynebedd y rhanbarth sydd wedi’i dywyllu, gan roi eich ateb yn gywir i un
lle degol. [6]
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(C2 Haf 2015)

9. Mae Gwyn am ddefnyddio rhan o'i ardd fel gwely blodau crwn. Er mwyn gwneud hyn, mae e'n
agor twll crwn bas (shallow), radiws rm, ac yna mae’n defnyddio planc tenau AB i'w rannu i ddau
segment, fel yn y diagram. Mae e'n plannu rhosod coch yn y segment lleiaf a rhosod gwyn yny

segment mwyaf.

Rhosod coch

Rhosod gwyn

A\
Boed i O ddynodi canol y gwely blodau. Dangoswch, pan fydd AOB yn hafal i 2-6 radian, y
bydd arwynebedd y gwely blodau sy’n cynnwys rhosod gwyn tua dwywaith yr arwynebedd sy’'n
cynnwys rhosod coch. [5]
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(C2 Haf 2010)

10.

Mae’r diagram yn dangos dau gylch cydganol (concentric) a chanol cyffredin O. Radiws y cylch
mwyaf yw/’\R cm a radiws y cylch lleiaf yw r cm. Mae’r pwyntiau A a B ar y cylch mwyaf ac maent
fel bod AOB = 0 radian. Mae’r cylch lleiaf yn torri OA ac OB yny pwyntiau C a D yn 6l eu trefn.
Mae hyd arc AB yn L cm yn fwy na hyd arc CD. Arwynebedd y rhanbarth sydd wedi’i dywyllu yw

K cm?.

(a) (1) Ysgrifennwch fynegiad ar gyfer L yn nhermau R, ra 0.
(11)  Ysgrifennwch fynegiad ar gyfer K yn nhermau R, ra 6. [2]

(b) Defnyddiwch eich canlyniadau i ran (a) i ddarganfod mynegiad ar gyfer » yn nhermau R, K
ac L. (3]
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e

(Uned 3 Haf 2019)

1] 2 Mae cord AB yn cynnal ongl 8radian yng nghanol cylch. Mae'r cord yn rhannu’r cylch yn
ddau segment, ac mae arwynebeddaur segmentau yn 6l y gymhareb 1:2.

N

a) Dangoswch fod sinf= 6 — 2% [4]

b) i) Dangoswch fod 6 rhwng 2-6 a 2-7.

i) Gan ddechrau gyda 6, = 2-6, defnyddiwch y Dull Newton-Raphson i
ddarganfod gwerth 6 yn gywir i dri lle degol. [6]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

Mae’r pecyn gwaith yma’n ystyried beth yw’r fformiwlau ar gyfer
sin(A + B), cos(A + B) atan(4 + B).

Gwaith TGAU: Onglau, trigonometreg, siapiau cyflun.
Lefel A Uned I: Trigonometreg.

Lefel A Uned 3:
e Fformiwlau onglau dwbl.
e Ysgrifennu gwerthoedd ar gyfer (er enghraifft) sin 15° heb
ddefnyddio cyfrifiannell.
Cymwysiadau:
e Theori dirgryniad.
e Theori cylchedau trydanol.

ST
Nid yw’r ffwythiannau trigonometreg yn ddosbarthol. Mae hyn yn golygu fod (er enghraifft)
sin(A + B) # sin A + sin B. Gellid profi hyn trwy ystyried A = B = 45°:

Ochr chwith = sin(45° + 45°) Ochr dde = sin45° + sin 45°
. 0 =141
= sin(90°) = JE+ 7%
1 _2
N V2
Mae 1 # = felly nid yw sin(4 + B) = sinA + sin B. Y fformiwla gywir ar gyfer sin(4 + B) yw

V2

sin(A + B) = sinA cos B + cosAsinB.
Os yw A a B yn onglau llym, yna gellid profi’r fformiwla hon trwy ystyried y trionglau ar y dde.

Mae OPQ ag OQR yn drionglau ongl sgwar sy’n cynnwys yr onglau 4 a B.
Mae RT ag SQ yn llinellau sy’n ffurfio’r onglau sgwar OTR ag RSQ.

Mae OUT = RUQ felly mae OTU ag URQ yn drionglau cyflun.

Felly mae URQ = A.

sin(A + B) = -

_ TS+SR
~ OR

_ PQ+SR
~ OR

__PQ , SR
_OR+OR

_PQ, 00 SR QR
0Q " OR ' QR OR

sin(A + B) = sinAcosB + cosAsinB

P
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Yr Adran Fathemateg
Os ydym yn amnewid —B yn lle B yn y fformiwla

sin(A + B) = sinA cosB + cosAsin B
cawn

sin(4 — B) = sinA cos(—B) + cos Asin(—B)
Nawr trwy ystyried cymesuredd y graffiau sin a cos isod, gwelwn fod cos(—B) = cos B a sin(—B) = —sin B. Felly

sin(A — B) = sinA cosB — cosAsin B

1.5

> <

= sind
1| y

0:5F

-450 60 -270

D

>0
90 18 270 60 450
-0 L

-1.5--t

1.5
y = cos 6

0.5F

-450 -360 -2 -180

(¢ )

90

ral
70 360 450
-0:5F
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Os ydym yn amnewid (g - A) yn lle A yn y fformiwla

sin(A — B) = sinAcosB — cosAsinB

cawn
sin(g—A — B) = sin(g—A) cosB — cos(g—A)sinB
sin (g —A- B) =cosAcosB —sinAsinB

(trwy’r cysylltiad rhwng graffiau sin a cos)

sin(ORT) = cos A cos B —sinAsinB

(yn ystyried y triongl ORT)

T ~
cos (E — ORT) =cosAcosB —sinAsinB

(trwy’r cysylltiad rhwng graffiau sin a cos)

cos(A + B) = cosAcosB —sinAsinB
(yn ystyried y triongl ORT)
Yna, os ydym yn amnewid —B yn lle B yn y fformiwla
cos(A+ B) = cosAcosB —sinAsinB
cawn
cos(A — B) = cos A cos(—B) — sin A sin(—B)
cos(A — B) = cosAcosB + sinAsinB

(trwy ystyried cymesuredd graffiau sin a cos)

in@
Nesaf, gan gofio bod tan 0 = %, mae

sin(A + B)

tan(A + B) = m

sinAcosB + cosAsinB
tan(A+B) =

cosAcosB —sinAsinB

(yn defnyddio’r fformiwlau gynt ar gyfer sin(4A + B) a cos(4 + B))

sinAcesB cesAsinB
cosAcosB  cosAcosB

tan(4 + B) = cosAcosB  sinAsinB
cosAcosB cosAcosB
(yn rhannu bob term efo cos A cos B)
tan(A + B) = tanA + tan B
an( )_l—tanAtanB
. __siné
(yn canslo ac yn defnyddio tan 6 = o5 9)
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Olaf, os ydym yn amnewid —B yn lle B yn y fformiwla

tan(A + B) = tanA + tan B
an( )_l—tanAtanB

cawn

tan(A — B) = tan A + tan(—B)
an( )= 1 —tanAtan(—B)

tanA —tan B

tanA - B) =——
an( ) 1+tanAtanB

(trwy gymesuredd graff tan isod, ble mae tan(—B) = —tan B)

| grynhoi:

5 tanA + tan B
. 1 +tanAtanB

Y
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3. (a) Mynegwch cosf + \/g sinf yn y ffurf Rcos(6— ), lle mae R>0a 0° < o <90°. [3]

(C4 Haf 2009)

(b) Darganfyddwch holl werthoedd 6 yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy n bodloni

cos @+ /3 sinf=1. [4]
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(C4 Haf 2006)

4. (a) Mynegwch 4sin x + 3cos x yn y ffurf Rsin(x + ), lle mac R ac o yn gysonion, gydag R >0
a0°<or<90°. [3]

(b)  Trwy hyn, darganfyddwch werth mwyaf

— 2]
dsinx+ 3cosx+7
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T

(C4 Haf 2013, Cwestiwn 3)

(b)  Mynegwch /15 cos @—sin 6 yn y ffurf Rcos(6 +«), lle mae R ac o yn gysonion gydag
R>0a0°< o <90°.
Trwy hyn, darganfyddwch holl werthoedd 8 yn yr amrediad 0° < 8 < 360° sy’n bodloni

V15 cos@—sin@=3. [6]
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(C4 Haf 2015, Cwestiwn 3)

() () Mynegwch +/13sin@-6cos6 yny ffurf Rsin(8 - @),
lle mae R ac o yn gysonion gydag R>0a 0° < o <90°.

(i)  Darganfyddwch holl werthoedd 6 yn yr amrediad 0° < 8 < 360° sy’'n bodloni

J13sin@—6cos @ =—4. [6]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C4 Haf 2015)

3. (a) Darganfyddwch holl werthoedd x yn yr amrediad 0° < x < 180° sy’n bodloni

tan(x + 45°) = 8tanx. [5]
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(C4 Haf 2008)

3. (a) Mynegwch 3cosx + 2sinx yn y ffurf Rcos(x — @), lle mae R ac a yn gysonion, gydag R >0
a0° < a<90°. [3]

(b) Dargantfyddwch holl werthoedd x rhwng 0° a 360° sy 'n bodloni

3cosx + 2sinx = 1. [3]
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(C4 Haf 2010, Cwestiwn 3)

(b) (i) Mynegwch 5sinx — 12cosx yn y ffurf Rsin(x — @), lle mae R ac o yn gysonion gydag
R>0a0°<a<90°.

(i1)) Detnyddiwch eich canlyniadau i ran (i) 1 ddarganfod gwerth lleiaf
1
Ssinx—12cosx+20

Ysgritennwch werth ar gyfer x fel bod y gwerth lleiaf hwn yn digwydd. [6]
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(C4 Haf 2014, Cwestiwn 3)

(b) (i) Mynegwch 21sin 8 —20cos € yny ffurf R sin (8 — ), lle mae R ac o yn gysonion
gydag R>0a0° <a<90°
(i)  Defnyddiwch eich canlyniadau i ran (i) i ddarganfod gwerth mwyaf

1
21sin® —20cos@ + 31

Ysgrifennwch werth ar gyfer 8 sy’n rhoi’r gwerth mwyaf hwn. [6]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C4 Haf 2012, Cwestiwn 3)

(b) (1) Mynegwch 8sinx + 15cosx yn y ffurf Rsin (x + &),
lle mae R ac o yn gysonion, gydag R>0a 0° < o <90°.
(i1) Darganfyddwch holl werthoedd x yn yr amrediad 0° < x < 360° sy’n bodloni

sinx + 15cosx=11.

(1) Darganfyddwch y gwerth mwyaf posibl ar gyfer k fel bod gan
8sinx + 15cosx =k

ddatrysiadau. Rhowch reswm dros eich ateb. [7]
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(C4 Haf 2016, Cwestiwn 4)

(b) Mynegwch 24cos @ — 7sin 8yn y ffurf Rcos (8 + «), lle mae R ac o yn gysonion gydag
R>0a0°<a<90°.

Trwy hyn, darganfyddwch yr amrediad o werthoedd k lle nad oes gan yr hafaliad
24cos@—-TsinB=k

unrhyw ddatrysiadau. [5]
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(C4 Haf 2005, Cwestiwn 4)

(b)  Darganfyddwch holl werthoedd 6 yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy n bodloni
4sinf + cosf =2,

gan roi eich atebion, mewn graddau, yn gywir 1 un lle degol. [6]
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(C4 Haf 2007)

3. Darganfyddwch holl werthoedd x yn yr amrediad 0° < x < 360° sy n bodloni’r hafaliad

4cosx + 2sinx = 3. [7]
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e

(C4 Haf 2017, Cwestiwn 3)

(b) (i) Mynegwch ﬁcos¢+msin¢: ar y ffurf Rcos(¢: —a), lle mae R a «yn gysonion
gyda R>0a0° < a<90°.

(i)  Defnyddiwch eich canlyniad yn rhan (i) i ddarganfod gwerth lleiaf

1
\/gcosq)+ Jﬁsin¢+6 '
Ysgrifennwch werth ar gyfer ¢ lle mae’r gwerth lleiaf hwn yn digwydd. [6]
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*in(ZA) = 2sinAcosA
 cos(24) = cos?(A) —sin®(A)

.| cos(24) =1 — 2sin(4) Y
\ cos(24) = 2cos?(4) — 1

. 2tand
2A) =
\ 1 — tan?4A
\ ‘ ‘ T ‘
8




Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Pl e

Mae’r pecyn gwaith yma'n ystyried beth yw’r fformiwlau ar gyfer
sin(24), cos(2A) a tan(24).

Lefel A Uned I: Trigonometreg.
Lefel A Uned 3: Fformiwlau Adiad Trigonometreg.

Lefel A Uned 3:

e Integru ffwythiannau sy’n cynnwys (e.e.) sin?(x).
Cymwysiadau:

o Datrys hafaliadau trigonometreg trwy ostwng pwerau’r hafaliad.

P e

Yn y pecyn gynt, cyflwynwyd y fformiwlau canlynol ar gyfer adiad trigonometreg:

sin(A + B) = sinA cos B + cosAsin B

cos(A+ B) = cosAcosB —sinAsinB

tan(A + B) = tanA + tan B
an( ) = 1—tanAtanB

Ystyriwn yn awr beth sy’n digwydd i’r fformiwlau uchod os yw’r onglau 4 a B yn hafal.

sin(A + A) = sinAcosA + cosAsin A
sin(24) = 2sinAcos A

cos(A+ A) = cosAcosA—sinAsinA
cos(24) = cos?(A) — sin?(A)

tan(A + A) = tanA + tan A
an( )_1—tanAtanA
tan(24) = 2tan A
an " 1-—tan24

Mae’r fformiwlau uchod yn cael eu hadnabod fel y fformiwlau ar gyfer onglau dwbl. Yn achos y fformiwla ar gyfer
cos(24), mae’n troi allan bod defnyddio’r unfathiant sin®A + cos?A = 1 o’r cwrs Uned | yn ein helpu i ysgrifennu’r
fformiwla mewn dull mwy defnyddiol.

cos(24) = cos?(A) — sin?(A) cos(24) = cos?(A) — sin?(4)
cos(24) = (1 — sin?(4)) — sin?(4) cos(24) = cos?(A) — (1 — cos?(4))
cos(24) = 1 — 2sin?(4) cos(24) = cos?(A) — 1 + cos?(4)

cos(24) = 2cos?(4) — 1

You® /adolygumathemateg Tudalen 2



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

Dyma grynodeb o’r fformiwlau ar gyfer onglau dwbl. Mae angen dysgu’r rhain.

Sialens! A

Dangoswch bod hi’'n bosib ysgrifennu (a) sin(24) = 2tan4

1—tan?(4)
1+tan2(A)

, (b) cos(24) = T

T

3. (a) Darganfyddwch holl werthoedd 8 yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy'n bodloni

(C4 Haf 2010)

2¢c0s20=9cos O+ 7. [5]
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(C4 Haf 2011)
3. (a) Darganfyddwch holl werthoedd x yn yr amrediad 0° < x < 180° sy’n bodloni

tan2x = 4tanx. [5]
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T

4. (a) Darganfyddwch holl werthoedd 6 yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy'n bodloni

(C4 Haf 2005)

sin26 = cos#6. [4]
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(C4 Haf 2009)

2. Darganfyddwch holl werthoedd 6 yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy'n bodloni 3sin26 = 2sin6. [5]
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(C4 Haf 2006)
3. Darganfyddwch holl werthoedd 8 yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy’n bodloni

2 + 3¢0s260 = cos 0. [6]
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(C4 Haf 2012)
3. (a) Darganfyddwch holl werthoedd 6 yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy’n bodloni

4cos260=1-2sinb. [6]
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(C4 Haf 2013)

3. (a) Darganfyddwch holl werthoedd @ yn yr amrediad 0° < 68 < 360° sy'n bodloni

8 cos20+ 6 = cos?8 + cos 6. [6]
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(C4 Haf 2014)
3. (a) Darganfyddwch holl werthoedd x yn yr amrediad 0° < x < 180° sy’n bodloni

tan 2x = 3 cotx. [4]
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(C4 Haf 2019)

3. (a O wybod bod 8 # 90°, darganfyddwch holl werthoedd 6 yn yr amrediad 0° < 6 < 180°
sy'n bodloni
Stan26 = 8coté.

Rhowch eich atebion mewn graddau, yn gywir i ddau le degol. [4]
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(C4 Haf 2018)

3. (a) Darganfyddwch holl werthoedd 8 yn yr amrediad 0° < 6 < 360° sy'n bodloni

2cos 260 = 3sin?0 — 5¢cos?8 + cos 6 + 1. [6]
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(C4 Haf 2017)
3. (a) Dangoswch fod yr hafaliad
5cos?6 + 7sin26 = 3sin’6
yn gallu cael ei ailysgrifennu ar y ffurf
atan?@+ btan@+ ¢ =0,
lle mae a, b, ¢ yn gysonion sydd ddim yn sero ac sydd &'u gwerthoedd i'w darganfod.
'rll';\%iggn, darganfyddwch holl werthoedd 8 yn yr amrediad 0° < 6 < 180° sy’n bodloni’r

5cos?@+ 7sin26 = 3sin?6. [6]
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(C4 Haf 2016)
4. (a) Maeongl xfelbod 0° < x <£180° x # 90°.
O wybod bod x yn bodloni'r hafaliad 3 tan2x + 16cot2x =0,
(i) dangoswch fod 3tan3x—8tan?x + 8 =0,

(i)  darganfyddwch bob gwerth posibl x, gan roi pob ateb mewn graddau, yn gywir i un
lle degol. [8]
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e

(Deunyddiau Asesu Enghreifftiol, Cwestiwn 8)

(b) Defnyddiwch amnewidiad priodol i ddangos bod

2 X _1__3 8
J.o 1— 12 12 8 (8]
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y . s
Os oes gennych ongl 6 sydd ddigon bach, yna mae’n bosib defnyddio

mynegiadau amgen ar gyfer sin 8, cos 6 a tan 6, rhai sydd ddim angen
cyfrifiannell i’'w cyfrifo.

Gwaith TGAU: Trigonometreg, arwynebedd sector, anhafaleddau.
Lefel A Uned 3: Mesur onglau mewn radianau, fformiwlau adiad
trigonometreg.

Lefel A Uned 3:

o Differu sin8 a cos 8 o egwyddorion sylfaenol.
Cymwysiadau:

e Mesury pellter i’r sér.

e Y rheol “un mewn 60” wrth hedfan.

ST
Os oes gennym ongl fach, ac os yw’r ongl yn cael ei fesur mewn radianau, yna gellir
defnyddio’r brasamcanion canlynol. Theori

. 2
sinf =~ 6 c059z1—7 tan@ =~ 6

Mae’r brasamcanion yn gywir i dri ffigur ystyrlon os yw —0.115 < 8 < 0.115 (tua —6.6° < 6 < 6.6°), ac yn gywir i ddau
ffigur ystyrlon os yw —0.241 < 8 < 0.241 (tua —13.8° < 6 < 13.8°). Y brasamcan cos yw’r un mwyaf manwl gywir, a’r
un tan yr un lleiaf manwl gywir.

Prawf sin

Gadewch i ongl fach 8 (mewn radianau) ffurfio sector o gylch OAB. Arwynebedd y sector yw %rzﬂ.

A

0 r B

Gadewch i ni ychwanegu’r cord AB ag ymestyn y radiws OA i gyrraedd y pwynt C fel bod OB a BC yn

berpendicwlar.
AC

Mae OCB yn driongl ongl sgwar efo sail r aguchder rtan6. o @ @
Arwynebedd triongl OCB yw %rz tan 6.

Arwynebedd y triongl isosgeles OAB yw %rz sin 6.
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Mae arwynebedd triongl OAB < arwynebedd sector 0AB < arwynebedd triongl OCB

1 1
Erz sinf < Erze < Erz tan @

Gallwn rannu efo %TZ gan ei fod o hyd yn bositif.

sinf <0 <tanf
Gan fod 8 yn ongl fach bositif, mae sin 6 yn bositif. Felly gallwn rannu’r anhafaledd efo sin 6.
sinf < 0 < tan 6
sinf sinf sinf
0 sin 6 1
— < X —
sinf@ cos@ sinf

1<

1< < secH

sin @

Fel mae 6 yn agosau at 0, mae sec 8 yn agosau at |
(edrychwch ar y graffiau ar y dde).

1.5
0 yi=cos#@
Felly, wrth i 6 agosau at 0, mae — yn gorwedd R
Slne L fal L N 9
71' U

rhwng | a rhif sy’n agosau at |.

L >
— . § YA
: & —3!\7— Tos \f/— i
Felly, wrth i 8 agosau at 0, mae S YD agosau at l. .

Mae hyn yn golygu bod sin 8 = 6 ar gyfer L5E
gwerthoedd bach o 6. y
Prawf tan Sl §
3.5
Mae’r prawf ar gyfer tan yn debyg iawn i'r prawf ar 3
gyfer sin. Rydym yn dilyn union yr un camau nes
cyrraedd yr anhafaledd i
2
sinf < 6 <tan6 N5
) y = secl
Yna, rydym yn rhannu efo tan 8 (yn lle sin 6): 1
sin 6 < 0 < tan 6 Pt
L L L L C L L L N0 0
tanf tanf tan@ b B e ) n i 3 En
sinf 6 : it 1
snf “tano - i |
cosf ~3-5—
2+
cosf < p— <1 25 |
Fel mae 8 yn agosau at 0, mae cos 6 yn agosau at | 3T
(edrychwch ar y graff ar y dde). 35T
4L

Felly, wrth i 8 agosau at 0, mae % yn gorwedd

rhwng rhif sy’n agosau at | ag I.
Felly, wrth i 6 agosau at 0, mae % yn agosau at |.

Mae hyn yn golygu bod tan 8 = 6 ar gyfer gwerthoedd bach o 6.
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Prawf cos

Rydym yn defnyddio’r unfathiant ongl ddwbl cos 26 = 1 — 2sin?@ i ddarganfod y brasamcan ar gyfer cos.

Yn yr unfathiant, rydym yn haneru’r onglau, fel bod 26 yn newid i fod yn 8, a 8 yn newid i fod yn g.

Os yw g yn ongl fach, yna gallwn ddefnyddio’r brascamcan sin (g) ~ -, fel bod
O 2
cosf=~1-—2 (E)
92
0~1——
cos >
Crynodeb
Os yw 6 yn ongl fach, yna
Ymarfer |
Os yw 0 yn ongl fach, darganfyddwch frasamcan ar gyfer y mynegiad 1?;22 o
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Union Werthoedd
Ystyriwch driongl ongl sgwar ble mae hyd yr ochrau byrraf yn | uned.

Mae’n bosib defnyddio’r triongl yma i gyfrifo union werthoedd sin, cos a tan

b4
ar gyfer yr ongl — (sef 45°).
. (T cyferbyn T agos b4 cyferbyn
sin (—) = 0 Ccos (—) £ tan (—) = TV
4 hypotenws 4 hypotenws 4 agos

an ()

1

in(Z) =L Iy L1
m@-g  w@-3
Nesaf ystyriwch driongl hafalochrog ble mae hyd yr ochrau yn 2 uned.

Trwy hollti’r triongl yma yn ei hanner, mae’n bosib cyfrifo union
werthoedd sin, cos a tan ar gyfer yr onglau % (sef 30°) a g (sef 60°).

. T cyferbyn T agos b4 cyferbyn
sin (_) — _oyferbyn cos (_) — %S (_) _ Cyferbyn
6 hypotenws 6 hypotenws 6 agos
. b3 1 T 3 b4 1
Sin (—) == Cos (—) = £ tan (—) = —
6 2 6 2 6 V3

i (3) = st 05G) i 0 (5) ="
@=L w@el e
Crynodeb
0

= (neu 30°) % ?

= (neu 45°) % %

> (neu 60°) ? z

~ (neu 90°) 1 0

cyferbyn a1

||

Yr Adran Fathemateg

) ths

4y
Lo,

agos é‘ o l3

cyferbyn

1
cyferbyn agos

&=

V3

Heb ei ddiffinio

Gellir ffeindio gwerth sin, cos a tan ar gyfer lluosrifau gwahanol o % (neu 30°) trwy ddefnyddio cymesuredd

graffiau sin, cos a tan.

X @mathemateg
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Ymarfer 2
Os yw 0 yn ongl fach, dangoswch fod tan (% + 0) ~ i—e.
Ymarfer 3

Os yw 6 yn ddigon bach fel y gallwch anwybyddu 82, dangoswch fod 4 sin G - 9) ~ 2v2(1 - 6).
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Ymarfer 4

O wybod bod 1° = 0.017 radian, darganfyddwch werthoedd ar gyfer y canlynol heb ddefnyddio’r ffwythiannau
trigonometreg ar eich cyfrifiannell.

(2) tan(61°)

(b) sin(29°)
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T

(Deunyddiau Asesu Enghreifftiol)

1. Darganfyddwch werth positif bach ar gyfer x sy'n ddatrysiad bras i'r hafaliad.

cosx—4sinx = x. [4]
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(Uned 3 Haf 2018)

0

7

Yr Adran Fathemateg

Defnyddiwch frasamcanion ongl fach i ddarganfod gwreiddyn negatif bach yr hafaliad

sinx + cosx = 0-5.

(3]

X @mathemateg
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(Uned 3 Haf 2024)

12. (a) O wybod bod 0 yn fach, dangoswch fod 2cos@+sin@—1~1+6 -6~ [2]

(Edexcel Pure Mathematics | [9MAO0/01] Haf 2018)

1. Given that @ is small and is measured in radians, use the small angle approximations to find an
approximate value of

1 — cos40
20sin 36
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(Edexcel Pure Mathematics | [9MAO0/01] Haf 2023)

4. In this question you must show all stages of your working.

Solutions relying entirely on calculator technology are not acceptable.

The curve C has equation y = f(x) where x € R

Given that

1
e f'(x)=2x+ 5 cosx

» the curve has a stationary point with x coordinate a

o 1s small

(a) use the small angle approximation for cosx to estimate the value of a to
3 decimal places.
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T

(Uned 3 Haf 2019)

019 a) O wybod bod @ a gyn ddwy ongl fel bod tana = 2cotf, dangoswch fod

tan(a + B) = —(tano + tanp). 2]

You® /adolygumathemateg Tudalen 12
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(Uned 3 Haf 2022)

117 a) Profwch fod

cos(or— f)+sin(or+ B) = (coser+sinoar)(cos f+sin 3). [2]

c0os 36 +sin 56

cosd0+sindo fel cos@+siné.

b) i) Trwy hyn dangoswch ei bod yn bosibl mynegi

cos 38 +sins56

; _ 3z
cosd0tsind@ = cosO+snf panmae 6= . [3]

16 °

ii) Esboniwch pam mae
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(Uned 3 Haf 2023)

Yr Adran Fathemateg

0 | 6 | a) Gan ddefnyddior unfathiant trigonometrig cos( .4+ B) = cos Acos B—sin Asin B,
dangoswch mai union werth cos75° yw @ : [3]
Yo /adolygumathemateg Tudalen 14
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(Edexcel Pure Mathematics | [9MAO0/01] Haf 2022)
14. In this question you must show all stages of your working.
Solutions relying entirely on calculator technology are not acceptable.
(a) Given that

2sin(x — 60°) = cos(x — 30°)

show that
tanx = 3+/3
(4)
(b) Hence or otherwise solve, for 0 < 6 < 180°
2sin260 = cos (260 + 30°)
giving your answers to one decimal place.
4
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O gael dilyniant rhifyddol ble rydym yn adio’r un rhif i gael y rhif nesaf,
sut mae’n bosib darganfod yr nfed term, neu swm yr n term cyntaf?

Gwaith TGAU: Datrys hafaliadau, nfed term.
Lefel A Uned I: Datrys hafaliadau cydamserol.

Cymwysiadau:
e Cyllid: Benthyg a buddsoddi arian.
e Astudio sut mae poblogaethau yn newid.
e Rheoli amser mewn prosiectau mawr.

P
Mae cyfres o rifau yn gyfres rifyddol os ydym yn adio’r un cysonyn i gael y rhif nesaf yn y gyfres. Er enghraifft, mae’r
gyfres 5, 8, |1, 14, 17, ... yn gyfres rifyddol ble mae’r term cyntaf yn 5 ac mae’r gwahaniaeth cyffredin yn 3.

Terminoleg

a Term cyntaf y gyfres

d Y gwahaniaeth cyffredin

l Term olaf y gyfres, os oes un yn bodoli

th nfed term y gyfres

Ar gyfer cyfres rifyddol efo term cyntaf a a gwahaniaeth cyffredin d: Theor

Term cyntaf: t;=a

Ail derm: t,=a+d

Trydydd term: tz=a+2d

Pedwerydd term: ty=a+3d

Nfed term: © th=a+n-1)d =)
—

Ar gyfer pob cyfanrif n, M—

d=th1—ty

Ymarfer |
Ar gyfer y gyfres rifyddol 9, 14, 19, 24, 29, ..., ysgrifennwch

(B) @ e (b) d .
() IR 2 . (CR) ) e eaees

Mae’n bosib ystyried cyfanswm yr n term cyntaf mewn cyfres rifyddol, sy’n cael ei ysgrifennu fel S,,.
Ar gyfer y gyfres rifyddol 5, 8, 11, 14, 17, ....

S3=5+8+11=24
S¢=5+8+11+14+17+20=75
Mae angen dysgu’r prawf ar gyfer cyfrifo S,,.
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Profwch mai swm n term cyntaf cyfres rifyddol efo term cyntaf a a gwahaniaeth cyffredin d yw

@ Sn = 3n(a+1D). o)
T ——— | —
Prawf

Gadewch i ni ysgrifennu termau’r gyfres mewn trefn ac yna mewn trefn wrthdro.

Sn = t]_ + tz + t3 + o + tTl— 1 + tn
Sn = tn + tn—l + tn_z + + tz + tl

Trwy adio’r uchod cawn
SptSn= (ty+tn) + (2 + tpo1) + (G + tpz) + o+ (tno1 +82) + (En + t).

Mae pob un o’r mynegiadau mewn cromfachau’r un peth a t; + ¢t,,. Er enghraifft, mae
ty+th1 = +d)+ (t, —d) =t + t,, ac mae
tz +th_o=(t; +2d)+ (t, —2d) =t; + ¢t,.

Felly mae 2S, =+t )+ (G + )+ +H )+ + (8 + )

n gwaith
25, =n(t; +t,)
1
Sp = n(ty + tn).

Ond t; yw term cyntaf a y gyfres rifyddol a t,, yw term olaf [ y gyfres rifyddol, felly S,, = %n(a + ). QED

Profwch mai swm n term cyntaf cyfres rifyddol efo term cyntaf a a gwahaniaeth cyffredin d yw

© Su =5n(2a+ (n - 1)d). =)
= | —
Prawf

Gadewch i ni ysgrifennu termau’r gyfres mewn trefn ac yna mewn trefn wrthdro.

STl = tl + tz + t3 + o + tn_ 1 + tTL
STl = tn + tn—l + tn_z + i + tz + tl

Trwy adio’r uchod cawn
Sp+Sp = (ty + ) + (G2 + tp1) + (E3 + tpp) + o+ (tn-g +82) + (6 + ).

Mae pob un o’r mynegiadau mewn cromfachau’r un peth a t; + t,,. Er enghraifft, mae
ty +tp_1 =ty +d)+ (t, —d) =ty + t,, ac mae
ts +tpo =(t; +2d) + (t, —2d) =t + t.
Felly mae 2S, =+t )+t +t)+ G+ )+ -+ (G + t)
n gwaith

ZSn = n(t1 + tn)
1
Sp = 5n(ty + tn).

Ond nfed term cyfres rifyddol yw t,, = a + (n — 1)d, felly

Sp=3n(a+ @+ m—1d)
S, ==n(2a + (n — 1d). QED

T2
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5.  Mewn cyfres rifyddol, swm y term cyntaf a’r pumed term yw sero. Y trydydd term ar ddeg yw 20.

(C2 Gaeaf 2005)

(a) Darganfyddwch derm cyntaf a gwahaniaeth cyffredin y gyfres. [5]

(b)  Cyfrifwch swm ugain term cyntaf y gyfres. [2]

Youlf® /adolygumathemateg Tudalen 4
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(Uned 3 Haf 2022)

0| 6 Mae Geraint yn agor cyfrif cynilo. Mae e’n adneuo (deposits) £10 yn y mis cyntaf. Ym
mhob mis dilynol, mae e’n adneuo swm sydd 20 ceiniog yn fwy na’r swm roedd wedi ei

adneuo yn y mis blaenorol.

a) Darganfyddwch y swm mae Geraint yn ei adneuo yn y cyfrif cynilo yn y 12fed mis.
[2]

b) Darganfyddwch nifer y misoedd mae’n ei gymryd it cyfanswm yn y cyfrif cynilo
gyrraedd £954. [3]
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T

5. Swm dau derm cyntaf cyfres rifyddol yw 3. Wythfed term y gyfres rityddol yw 47.

(C2 Gaeaf 2006)

Darganfyddwch
(a) term cyntaf a gwahaniacth cyffredin y gyfres, (4]
(b) swm ugain term cyntaf y gyfres. (2]

Youlf® /adolygumathemateg Tudalen 6
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(C2 Gaeaf 2009)

4. (a) Trydydd term ar ddeg cyfres rifyddol yw 51. Mae nawfed term y gyfres bum gwaith yr ail
derm. Darganfyddwch derm cyntaf a gwahaniaeth cyfiredin y gyfres rifyddol. [5]

(b) Term cyntaf cyfres rifyddol arall yw 5 a’r ugeinfed term yw 62. Dargantyddwch swm ugain
term cyntaf y gyfres rifyddol hon. [2]
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(C2 Gaeaf 2012)

4. Mae pymthegfed term cyfres rifyddol saith gwaith y pumed term.
Swm un ar ddeg term cyntafy gyfres yw 88.

(a) Darganfyddwch derm cyntaf a gwahaniaeth cyffredin y gyfres rifyddol. [6]

(b) O wybod mai nfed term y gyfres yw 143, darganfyddwch werth n. 2]
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(C2 Haf 2006)
Term cyntaf cyfres rifyddol yw a a’r gwahaniaeth cyffredin yw d. Profwch y rhoddir swm yr

4. (a)
n term cyntaf gan
n
Sn: 5 [2a+(n—1)d:|. [3]
(b)  Swm ugain term cyntaf cyfres rifyddol yw 540 a swm tr1 deg term cyntaf y gyfres yw 1260.

(i) Darganfyddwch derm cyntaf a gwahaniacth cyffredin y gyfres.

(11)  Cyfrifwch S0ed term y gyfres.

Tudalen 9
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(C2 Gaeaf 2008)
3. (a) Term cyntaf cyfres rifyddol yw a a’r gwahaniaeth cyffredin yw d. Profwch y rhoddir swm
n term cyntaf y gyfres gan

S, = 5[2a+(-1d] 3]

(b) Darganfyddwch fynegiad, yn nhermau n, ar gyfer swm » term cyntaf y gyfres rifyddol
1+3+5+....

Symleiddiwch eich ateb. [2]

(c) Ugeinfed term cyfres rifyddol yw 98 a swm ugain term cyntaf y gyfres yw 1010.
Darganfyddwch derm cyntaf a gwahaniaeth cyffredin y gyfres. [4]
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(C2 Haf 2010)

5.

(a)

(b)

(c)

Term cyntaf cyfres rifyddol yw a a’r gwahaniaeth cyffredin yw d.
Profwch y caiff swm n term cyntaf y gyfres ei roi gan

Sp =45 12a+ (-], 3]

Term cyntaf cyfres rifyddol yw 4 a’r gwahaniaeth cyffredin yw 2. Swm n term cyntaf y
gyfres rifyddol yw 460.

Ysgrifennwch hataliad y mae » yn ei fodloni. Trwy hyn, darganfyddwch werth n. (3]
Pumed term cyfres rifyddol arall yw 9. Swm chweched term a degfed term y gyfres hon yw
42. Darganfyddwch derm cyntaf a gwahaniacth cyffredin y gyfres rifyddol. [5]

X @mathemateg Tudalen 13



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

Youl[B /adolygumathemateg Tudalen 14



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Haf 2011)

4. (a) Swm pymtheg term cyntaf cyfres rifyddol yw 780. Swm ail, pedwerydd a degfed term y

gyfres yw 100. Darganfyddwch derm cyntaf a gwahaniaeth cyffredin y gyfres. [5]

(b) Mae pfed term cyfres rifyddol arall yn hafal i 1023. Mae (p + 4)fed term y gyfres hon yn

hafal 1 1059. Darganfyddwch (p + 7)fed term y gyfres. [3]
Tudalen I5
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(C2 Gaeaf 2013)

4. (a) Term cyntaf cyfres rifyddol yw 1 a’r gwahaniaeth cyffredin yw 4.
(1) Dangoswch mai nfed term y gyfres rifyddol yw 4n — 3.
(1) Mae swm n term cyntaf'y gyfres hon wedi’i roi gan
S,=1+5+ . +@n-7)+ @dn-73).

Profwch o egwyddorion sylfaenol, heb ddefnyddior fformiwla ar gyfer swm yr »

term cyntaf, fod
S, =nn-1). [4]

(b) Swm deg term cyntaf cyfres rifyddol arall yw 55. Swm pedwerydd, seithfed a nawfed

term y gyfres yw 27. Darganfyddwch derm cyntaf a gwahaniaeth cyffredin y gyfres
rifyddol hon. [5]
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(C2 Haf 2016)

4. (a) Mae Gwilym wedi penderfynu rhedeg mewn ras hanner marathon. Er mwyn bod yn ffit,
mae'n llunio rhaglen hyfforddi sy’n golygu ei fod yn rhedeg o amgylch ei drac lleol bob
dydd, gan gynyddu’'n raddol y pellter mae’'n rhedeg o ddydd i ddydd. Ar y diwrnod cyntaf,
mae e'n rhedeg 6 lap o'r trac ac ar 6l hynny, ar unrhyw ddiwrnod penodol, mae €'n rhedeg
2 lap yn bellach na’r diwrnod cynt.

(i) Sawl lap mae e'n eu rhedeg ar 20fed diwrnod ei raglen?
(i)  Ar 8l sawl diwrnod bydd cyfanswm nifer y lapiau a redodd ers dechrau ei raglen

hyfforddi yn hafal i 7507 [6]

(b) Mae nfed term cyfres rifyddol yn cael ei ddynodi gan #,. Rydym yn gwybod bod

(i) Ysgrifennwch werth 7, + 7,,. [1]
(i) Darganfyddwch swm 24 term cyntaf y gyfres rifyddol hon. 2]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(Uned 3 Haf 2024)

7. Gan ddangos eich holl waith cyfrifo, enrhifwch

50

(a) Z(4r+5), [4]

r=3
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N

(Uned 3 Haf 2018)

0 | 8 | Darganfyddwch saith rhif sydd mewn dilyniant rhifyddol fel bod y term olaf yn 71 a
swm yr holl rifau yw 329. [5]
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(C2 Haf 2018)

4. Mae Dafydd yn gwneud cytundeb & chwmni cyllid (finance) i roi benthyciad iddo i brynu car.
Yn &l teleraur cytundeb, mae'n rhaid iddo ad-dalu cyfanswm o £3900 dros gyfnod o ddwy
flynedd drwy wneud 24 ad-daliad (repayments) misol. Mae’r ad-daliad cyntaf yn £P, ac ym mhob
mis dilynol, mae gwerth yr ad-daliad ar gyfer y mis hwnnw £x yn llai na'r ad-daliad ar gyfer y
mis blaenorol. O wybod bod wythfed ad-daliad Dafydd yn £185, darganfyddwch werth P a

gwerth x. [5]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Pl e

O gael dilyniant geometrig ble rydym yn lluosi’r un rhif i gael y rhif nesaf,
sut mae’n bosib darganfod yr nfed term, neu swm yr n term cyntaf?

Gwaith TGAU: Datrys hafaliadau, nfed term.
Lefel A Uned I: Datrys hafaliadau cydamserol, logarithmau.

Cymwysiadau:
e Cyfradd ehangiad y bydysawd.
e Dadfeiliad ymbelydrol.
o Adlog.

ST
Mae cyfres o rifau yn gyfres geometrig os ydym yn lluosi efo’r un cysonyn i gael y rhif nesaf yn y gyfres.
Er enghraifft, mae’r gyfres 3, 6, 12, 24, 48, ... yn gyfres geometrig ble mae’r term cyntaf yn 3 ac mae’r gymhareb

gyffredin yn 2.

Terminoleg E.

a Term cyntaf y gyfres E:E L
T Y gymhareb gyffredin :

l Term olaf y gyfres, os oes un yn bodoli E

th nfed term y gyfres

Ar gyfer cyfres geometrig efo term cyntaf a a chymhareb gyffredin 7:

Term cyntaf: ty=a
Ail derm: t, =ar
Trydydd term: t; = ar?
Pedwerydd term: ty = ar®
Nfed term: @ t, = ar™! (@)
— | —

Ar gyfer pob cyfanrif n,

=t

tn

Ymarfer |
Ar gyfer y gyfres geometrig 2, 6, 18, 54, 162, ..., ysgrifennwch

(B) @ vttt (b) r .
(€) t7 e . (CR) By ettt

Mae’n bosib ystyried cyfanswm yr n term cyntaf mewn cyfres geometrig, sy’n cael ei ysgrifennu fel S,.
Ar gyfer y gyfres geometrig 3, 6, 12, 24, 48, ...

S;=3+6+12=21
Se=3+6+12+24+48+96 =189
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Mae angen dysgu’r prawf ar gyfer cyfrifo S,,.
Profwch mai swm n term cyntaf cyfres geometrig efo term cyntaf a a chymhareb gyffredin r yw

_ a(l—1r")

@ Su= T =)
T —— | —
Prawf
Term laf: t; = a
2il Derm: t, = ar
Nfed Term: t,, = ar™™!
Swm yr n term cyntaf: Sp=titt+ -+t t,
Sp=a+ar+-+ar™?+ar*! —0
Lluosi efo 7: rSp =ar+ar?+--+ar™ 1+ ar® —Q
Yn gwneud @ — @: Sp—1rSp,=a—ar™
S:(1l—=r)y=a(l-1")
§, = 262 QED

Swm i Anfeidredd

Os yw |r| < 1, yna mae’n bosib ystyried cyfanswm S, holl dermau cyfres geometrig.

Prawf

Os yw |r] <1 (fel bod —1 < r < 1), yna bydd ™ yn dod yn fwy ac yn fwy agos at 0 wrth i n gynyddu.

Dywedwn bod ™ — 0 fel mae n — oo. )
Felly, os yw |r| < 1, mae (O}

_ a(l—1r")

Ymarfer 2

Darllenwch y joc ar glawr y pecyn.

Mae’r joc yn disgrifio cyfres geometrig ble mae a = 1 acr = % Ysgrifennwch
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B

4. Swm dau derm cyntaf cyfres geometrig yw 6-4, a swm 1 anfeidredd y gyfres yw 10.

(C2 Haf 2005)

(a) O wybod bod y gymhareb gyffredin yn bositif, darganfyddwch ei gwerth. [5]

(b) Darganfyddwch, yn gywir 1 dri lle degol, swm un term ar ddeg cyntaf y gyfres. [3]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C2 Gaeaf 201 1)

5. (a) Ailderm cyfres geometrig yw 6 aT pumed term yw 384.

(1) Darganfyddwch gymhareb gyffredin y gyfres.
(1) Darganfyddwch swm wyth term cyntaf y gyfres geometrig. [6]

(b) Term cyntafl cyfres geometrig arall yw 5 a’r gymhareb gyffredin yw 1-1.

(1) nfed termy gyfres hon yw 170, yn gywir i’r cyfanrif agosaf. Darganfyddwch
werth n.

(1) Mae Dafydd wedi bod yn defnyddio ei gyfrifiannell i ymchwilio 1 wahanol
nodweddion y gyfres geometrig hon ac mae’n honni mai swm 1 anfeidredd y
gyfres yw 940. Eglurwch pam nad yw'n bosibl bod y canlyniad hwn yn gywir. [5]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

T

5. Mae ail derm cyfres geometrig naw gwaith pedwerydd term y gyfres.

(C2 Haf 2006)

(a) Darganfyddwch y gwerthoedd posibl ar gyfer y gymhareb gyfiredin. (4]

(b) O wybod bod y gymhareb gyfifredin yn bositif ac mai 12 yw swm 1 anfeidredd y gyfres,
dargantyddwch drydydd term y gyftres. [3]

X @mathemateg Tudalen 7




Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Gaeaf 2008)

4. Term cyntaf cyfres geometrig yw @ a’r gymhareb gyffredin yw r. Pumed term y gyfres geometrig
yw 135 a’r wythfed term yw 5.

|

(a) Dangoswch fod r = 34 darganfyddwch werth a. [5]
(b) Darganfyddwch swm i anfeidredd y gyfres. [2]
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(C2 Gaeaf 2007)

Term cyntaf cyfres geometrig yw a a’r gymhareb gyffredin yw r. Ysgrifennwch yr n-fed

3. (a)
term a phrofwch y rthoddir swm yr n term cyntaf gan
. _al—=r")
S, = =
O wybod bod | 7| <1, ysgrifennwch swm 1 anfeidredd y gyfres. [5]
(b)  Mae swm term cyntaf ac ail derm cyfres geometrig yn hafal i ddwywaith swm ail derm a

thrydydd term y gyfres.

(1) O wybod bod cymhareb gyffredin y gyfres yn bositif, darganfyddwch werth y

gymhareb gyffredin. [4]
(ii) Swm 1 anfeidredd y gyfres yw 12. Darganfyddwch, yn gywir i ddau le degol, swm
wyth term cyntaf y gyfres. [4]
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(C2 Haf 2017)

5. Mae dyn busnes cyfoethog yn rhoi un rhodd (donation) y flwyddyn i elusen benodol. Mae e'n
dechrau drwy roi £100 yn y flwyddyn gyntaf. Ym mhob blwyddyn ddilynol, mae gwerth y rhodd

1-2 gwaith cymaint & gwerth rhodd y flwyddyn flaenorol.

(a) Darganfyddwch beth yw gwerth rhodd y dyn busnes yn y 12fd flwyddyn. Rhowch eich
ateb yn gywir i'r bunt agosaf. [2]

(b) Ar 6l derbyn yr nfed rhodd, mae trysorydd (treasurer) yr elusen yn cyfrifo bod y dyn
busnes, dros y blynyddoedd, wedi rhoi cyfanswm o £15474, yn gywir i'r bunt agosaf.

Darganfyddwch werth 7. [5]
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(C2 Gaeaf 2013)

5. (a) Mae pfed term cyfres geometrig yn hafali 16. Mae (p + Dfed term y gyfres hon yn hafal
124. Darganfyddwch (p + 4)fed term y gyfres. [3]

(b)  Swm tri therm cyntaf cyfres geometrig arall yw 22-8. Swm 1 anfeidredd y gyfres yw 1875.
Dargantyddwch gymhareb gyffredin a therm cyntaf'y gyfres geometrig hon. [6]
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(C2 Gaeaf 2006)
4. (a) Term cyntaf cyfres geometrig yw a a’r gymharcb gyffredin yw r. Ysgrifennwch n-fed term
y gyfres a phrofwch y rhoddir swm yr » term cyntaf gan
a(l—r"
g =)
1—r [4]

(b)  Pedwerydd term cyfres gecometrig yw 2 a’r scithfed term yw 54.

(i) Darganfyddwch gymhareb gyfifredin y gyfres.

(i) Darganfyddwch swm deg term cyntaf y gyfres, gan roi eich ateb yn gywir i un lle
degol.

(i1)  Darganfyddwch werth lleiaf » fel bod yr n-fed term yn fwy na 125000. [10]
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(C2 Gaeaf 2010)

5. (a) Term cyntaf cyfres geometrig yw a a’r gymhareb gyfifredin yw r. Profwch y caiff swm
yr n term cyntaf ei roi gan

g za(l—r”) ‘ 3]
" I=r

(b) Mae cymhareb gyffredin cyfres geometrig yn bositif. Swm pedwar term cyntaf y gyfres yw
73-8. Swm 1 anfeidredd y gyfres yw 125. Darganfyddwch gymhareb gyffredin a therm
cyntaf y gyfres geometrig. [6]
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(C2 Haf 2010)

6. (a) Darganfyddwch swm i anfeidredd y gyfres geometrig
40-24+ 144 - ... [3]

(b)  Term cyntaf cyfres geometrig arall yw a a’r gymhareb gyffredin yw r. Pedwerydd term y
gyfres geometrig hon yw 8. Swm trydydd, pedwerydd a phumed term y gyfres yw 28.

(1)  Dangoswch fod r yn bodloni’r hafaliad
21 = 5r+2=0.

(11) O wybod bod | r | < I, darganfyddwch werth r a gwerth cyfatebol a. [6]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(Uned 3 Haf 2023)

0] 5 80cm yw uchder coeden pan mae'n cael ei phlannu. Yn y flwyddyn gyntaf, mae’r
goeden yn tyfu 32cm mewn uchder. Ym mhob blwyddyn ddilynol, mae’r goeden yn
tyfu mewn uchder 90% o'r twf (growth) yn y flwyddyn flaenorol.

a) Darganfyddwch uchder y goeden 10 mlynedd ar &l iddi gael ei phlannu. [4]
b) Darganfyddwch uchder macsimwm (mwyaf) y goeden. [2]
Tudalen 20
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(Uned 3 Haf 2024)

7. Gan ddangos eich holl waith cyfrifo, enrhifwch

(b) i(mx(%)rj. 3]

r=2
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T

(Uned 3 Haf 2019)

0| 8 | a) Mae3vdd 19fed g 67%d term dilyniant rhifyddol yn ffurfio dilyniant geometrig.
O wybod bod y dilyniant rhifyddol yn cynyddu ac mai 3 yw'r term cyntaf,
darganfyddwch wahaniaeth cyffredin y dilyniant rhifyddol. [5]
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(Uned 3 Haf 2018)

0[9] a

b)

c)

X @mathemateg

Yr Adran Fathemateg

Esboniwch pam mae swm i anfeidredd cyfres geometrig &r gymhareb gyffredin
r dim ond yn cydgyfeirio (converges) pan mae |r|<1. [1]

Term cyntaf dilyniant geometrig V' yw 2 a’i gymhareb gyffredin yw r. Mae dilyniant
arall W yn cael ei ffurfio drwy sgwario pob term yn V. Dangoswch fod I hefyd yn
ddilyniant geometrig. O wybod bod swm I/ i anfeidredd 3 gwaith cymaint & swm
J”i anfeidredd, darganfyddwch werth 7. [6]

Ar ddechrau pob blwyddyn, mae dyn yn buddsoddi £56000 mewn cyfrif cynilo sy’'n
ennill adlog ar y gyfradd 3% y flwyddyn. Mae'r llog yn cael ei ychwanegu ar ddiwedd
pob blwyddyn. Darganfyddwch gyfanswm ei gynilion ar ddiwedd yr 20fed flwyddyn
yn gywir i'r bunt agosaf. [3]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Pl e

Dysgu sut i adnabod cyfresi rhifyddol; geometrig; cynyddol; disgynnol;
cyfnodol; a rhai o'r ffurf x,, .1 = f(x,).

Gwaith TGAU: Datrys hafaliadau, nfed term.
Lefel A Uned I: Datrys hafaliadau cydamserol.
Lefel A Uned 3: Cyfresi rhifyddol; cyfesi geometrig.

Cymwysiadau:
e Gall cyfresi cyfnodol fodelu sefyllfaoedd cylchol, e.e. mudiant
planedau; tonnau radio; llanw’r mér.

T

Mae cyfres o rifau yn gyfres rifyddol os ydym yn adio’r un cysonyn i gael y rhif nesaf yn y gyfres.

t,=a+n-1)d

Enghraifft | t,=4+3(n—-1).

Y gyfres yw 4,7,10,13,16, ...
Mae cyfres o rifau yn gyfres geometrig os ydym yn lluosi efo’r un cysonyn i gael y rhif nesaf yn y gyfres.
n-1

t, =ar

Enghraifft 2 ¢, =5x2""1
Y gyfres yw 5,10, 20, 40, 80, ...

Mae cyfres o rifau yn gyfres gyfnodol os yw'r gyfres yn ailadrodd ar ol x term. Dywedir mai x yw cyfnod y gyfres.

Enghraifft3 t, = (-1)".
Y gyfresyw —1,1,—-1,1,—-1, ...
Mae hwn yn gyfres gyfnodol efo cyfnod 2.

Mae cyfres o rifau yn gyfres esgynnol os yw t,,,; > t, ar gyfer pobn > 1.
Mae’r cyfresi yn enghreifftiau | a 2 yn gyfresi esgynnol.

Mae cyfres o rifau yn gyfres ddisgynnol os yw t,,,; < t,, ar gyfer pobn > 1.

Nodyn: nid yw cyfres gyfnodol yn esgynnol neu’n ddisgynnol.
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Ymarfer |

A yw'r cyfresi canlynol yn gynyddol, yn ddisgynnol neu’n gyfnodol?

Term 2il 3ydd 4ydd S5ed Cynyddol, Disgynnol
Nfed term | af Derm Term Term Term neu Gyfnodol?
(@) t, =4n+3
5
b t, =
(®) " o n+1

(c) t,=n?+2n+5

(ch) t, = sin(30n)°

(d) t,=3—-2n

dd t, = n

(dd) " n41
Ymarfer 2

Ar gyfer y cyfresi cynyddol yn Ymarfer |, profwch eu bod yn gyfresi cynyddol, trwy ddangos bod t,,,; — t,, o hyd yn
bositif.

Ar gyfer y cyfresi disgynnol yn Ymarfer |, profwch eu bod yn gyfresi disgynnol, trwy ddangos bod t,,,; — t,, o hyd yn
negatif.

Ar gyfer y cyfresi cyfnodol yn Ymarfer |, darganfyddwch y cyfnod ar gyfer y cyfresi.
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T

(Uned 3 Haf 2022)

019 Ar gyfer pob un o'r dilyniannau canlynol, darganfyddwch y 5 term cyntaf, u; i us.
Disgrifiwch ymddygiad pob dilyniant.

a) u = sin(%) 2]
b) Ug = 33’ u, = 2un—l -1 [3]

X @mathemateg Tudalen 5



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(Uned 3 Haf 2019)

0] 3 Mae nfed term dilyniant rhif wedi’i ddynodi gan x,. Mae'r (n + 1)fed term wedi'i ddiffinio
ganx,,; =4x,—3 ac x; = 113.

a) Darganfyddwch werthoedd x, ac x,. [2]

b) Darganfyddwch a yw'r dilyniant yn ddilyniant rhifyddol, dilyniant geometrig neu
ddim y naill na'r llall. Rhowch resymau dros eich ateb. [2]

You® /adolygumathemateg Tudalen 6



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C2 Gaeaf 2010)

10. Mae nfed term dilyniant rhif (number sequence) wedi’i ddynodi gan ¢,. Mae (n + 1)fed term y
dilyniant yn bodloni

lpy=21,+1,
ar gyfer pob cyfanrif positif n. O wybod bod 7, = 63,
(a) enrhifwch ¢, [2]

(b)  heb wneud unrhyw gyfrifo pellach, eglurwch pam na all 6043582 fod yn un o dermau’r
dilyniant rhif hwn. [1]
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(Deunyddiau Asesu Enghreifftiol)

6. Mae hydoedd ochrau ffigur pléan & phymtheg ochr yn ffurfio dilyniant rhifyddol.
Perimedr y ffigur yw 270 cm ac mae hyd yr ochr fwyaf wyth gwaith cymaint &'r ochr
leiaf. Darganfyddwch hyd yr ochr leiaf. [4]
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(Uned 3 Haf 2024)
156. Mae Robert eisiau rhoi £ mewn cyfrif cynilo. Mae ganddo ddewis o ddau gyfrif.

¢ Mae cyfrif A yn cynnig cyfradd adlog flynyddol o 1%.

* Mae cyfrif B yn cynnig cyfradd llog o 5% am y flwyddyn gyntaf a chyfradd adlog
flynyddol o 0.6% am bob blwyddyn ar &l hynny.

Ar 6l n o flynyddoedd, mae cyfrif A yn fwy proffidiol (profitable) na chyfrif B. Darganfyddwch
werth lleiaf n. [5]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Pl e

Ystyried sut i ddatblygu’r gwaith Uned | ar ehangu (a + bx)™ i gynnwys
achosion ble mae n yn rhif negatif neu’n ffracsiwn.

Gwaith TGAU: Ehangu cromfachau; symleiddio; amnewid; rheolau
indecsau; datrys anhafaleddau.
Lefel A Uned I: Ehangiad binomial.

Gallwn ddefnyddio’r gwaith yma i amcangyfrif gwerthoedd mynegiadau
algebraidd neu rifau anghymarebol.

T

Adolygu gwaith Uned |

Os yw n yn gyfanrif positif, yna mae

+x0)" =1+ (Tll)x+ (Z)xz + (g)x3 + ot 2"
n
2

(a+x)"=a™+ (711) a» x + ( )a"‘zx2 + (7??) a™3x3 44 x™

n

(a+bx)"=a"+(1

)an i) + () @2 by + () @ ) + -+ (br)"

ble mae (’:) yn cynrychioli sawl ffordd sydd o ddewis r eitem o n eitem, ac mae’n gallu cael ei gyfrifo o driongl Pascal
neu o’r botwm nCr ar gyfrifiannell.

Enghraifft |

Ehangwch (1 + 3x)*.

Triongl Pascal: I

I 4 6 4 I
(1430)*=1(1)*Bx)° + 4(1)°Bx) + 6(1)*(Bx)* + 4(1)' (Bx)* + 1 (1N (Bx)*
(1+3%)% = 1(1)* + 4(1)>Bx) + 6(1)?(3x)? + 4(1)' (3%)° + 1(3x)*
(1+3%)* =1+ 4(3x) + 6(9x2) + 4(27x%) + 1(81x*)

(1+3x)* =1+ 12x + 54x% + 108x3 + 81x*
Os nad yw n yn gyfanrif positif, yna

e Nid yw'n bosib ffeindio (a + bx)™ trwy luosi allan (a + bx) n o weithiau;
e Nid yw’'n bosib defnyddio triongl Pascal neu’r botwm nCr ar gyfrifiannell i gyfrifo’r cyfernodau.

Rhaid yn hytrach defnyddio cyfres anfeidrol a diffiniad cyffredinol (:f)
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

Yn gyffredinol,

n n!
(r) 7 (n—r)!

blemaenl=nxn—-1)XnNn—-2)X:--x3x2x1.

Er enghraifft, mae

ny n!

(4)_4!(71—4)!
ny naxm-—Dxm-2)xn-3)Xxn=4)Xx(n=5)x - XIXIXY
(4) [4x3x2X1]x[(n—4) X (n=5) XX 3% 2x1]

ny n(n—-1)(n—-2)(n—3)
(4)_ 4x3x2x1

Felly, ar gyfer cyfanrif positif n, mae

nn—1)
2x1

nn—1)(n—2)

(a+bx)" = a™+na™ 1(bx) + T2 X1

a™%(bx)? + a®3(bx)3 + -+ (bx)"

Os nad yw n yn gyfanrif positif, yna ni allwn ddweud faint o dermau sydd yn y gyfres. Mae’n bosib fodd bynnag
ysgrifennu’r ehangiad fel cyfres anfeidrol:

nn—1)
2x1

nn—1)(n—2)
3x2x1

(a+bx)" =a™ +na™ 1(bx) + a2 (bx)? + a3 (bx)3 +

Mae’r gyfres yn synhwyrol dim ond os yw’r termau’n mynd yn llai (yn agosach at sero) wrth fynd ymlaen. Mae hyn yn
digwydd pan fo

bx
—|<1
a

a dyma pryd mae’r ehangiad yn ddilys.
Enghraifft 2

1
Ehangwch (3 4+ 2x) 2 hyd at y term yn x2. Nodwch pryd fydd eich ehangiad yn ddilys.
1 1 1 i
B+2x)z2=3"2+ (— %) x 37271 x (2x) + w X 3 272 x (2%)% +
1 3 R ) 5
=3"z+ (—%) x 37z x (2x) +% X372 x (2x)% +

_1 _3 3 _5
=32-—3 2x+§><3 2 X 4x% + .-

1
2

_3 _5 3
=37 -37x 437 x3x? 4o
=i1—l3x+l5x§x2+
32 32 32
-1t it 32,
=7 \/_x+9f>< x“ +
L_L L2
773 +6fx +
_3_¢§ v3,2
3 9x+18x +
1 2
B+2x)z~ \/3—5(1 — g + %) (hyd at y term yn x?2)

Mae’r ehangiad yn ddilys os yw |2?x| < 1, hynny yw |x| < ;
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
B

. |
2. a i) Ehangwch mewn pwerau esgynnol o x hyd at, ac yn cynnwys, y term
@ () o ng NS p ay y yn cynnwys, y

(C4 Haf 2016)

(i) Nodwch ar gyfer ba amrediad o werthoedd x mae eich ehangiad yn ddilys (valid).

(3]
(b) Defnyddiwch eich ehangiad yn rhan (a) i ddarganfod gwerth bras ar gyfer un gwreiddyn
yr hafaliad
6 _ 32
T =4+15x—x". 2]
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(C4 Haf 2007)

1
2 - rlfi)c hyd at y term yn x2. Ar gyfer pa amrediad o werthoedd x mae eich

ehangiad yn ddilys? [7]

4. Ehangwch (1+4x)

X @mathemateg Tudalen 5



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C4 Haf 2010)

1
2
5. Ehangwch (1 - i) mewn pwerau esgynnol o x hyd at, ac yn cynnwys, y term yn x°.

Nodwch amrediad gwerthoedd x fel bod eich ehangiad yn ddilys.
Trwy hyn, gan ysgrifennu x = | yn eich ehangiad, dangoswch fod

J3- UL 5]

64
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
I

1
5. (a) (1) Ehangwch (1 + 6x)3 mewn pwerau esgynnol o x hyd at, ac yn cynnwys,
y term yn X2

(C4 Haf 2013)

(i1) Nodwech ar gyfer pa amrediad o werthoedd x mae eich ehangiad yn ddilys. [3]

(b)  Defnyddiwch eich ehangiad yn rhan (a) i ddarganfod bras werth ar gyfer un gwreiddyn
o’r hafaliad
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(C4 Haf 2011)
b
6. Ehangwch 4 (1+ 2x)2— (143 )2 mewn pwerau esgynnol o x hyd at, ac yn cynnwys, y term yn x 2.
+3x
Nodwch ar gyfer pa amrediad o werthoedd x mae eich ehangiad yn ddilys. [7]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C4 Haf 2014)
5. Ehangwch

1
6\/1—2x—1+4x

mewn pwerau esgynnol o x hyd at, ac yn cynnwys, y term yn x2.
Nodwch ar gyfer pa amrediad o werthoedd x mae eich ehangiad yn ddilys. [7]
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(C4 Haf 2008)

1+ 3x 9
9. Ehangwch mewn pwerau esgynnol o x hvd at, a chan gynnwys, v term yn x-. Nodwch
g \/1—_—2)5 p gy y gy ys. 'y y

ar gyfer pa amrediad o werthoedd x mae’r ehangiad yn ddilys. [5]
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(C4 Haf 2005)

1
2. Ehangwch (1-2x)2 mewn pwerau esgynnol o x hyd at, a chan gynnwys, y term yn x2. Nodwch
ar gyfer pa amrediad o werthoedd x mae’r ehangiad yn ddilys.

Trwy hyn, trwy ysgrifennu x :% yn eich ehangiad, darganfyddwch fras werth ar gyfer v/3 yny

ffurf %, lle mae @ a b yn gyfanrifau. [5]
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(C4 Haf 2006)
1
10. Ehangwch (1 + %)2 mewn pwerau esgynnol o x hyd at, a chan gynnwys, y term yn x°. Nodwch ar
gyfer pa amrediad o werthoedd x mae’r ehangiad yn ddilys. Trwy hyn, trwy ysgrifennu x = 1 yn
eich ehangiad. dangoswch fod /2 ~ 256
181 5]
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(C4 Haf 2009)

1
9. Ehangwch (1+4.x)? mewn pwerau esgynnol o x hyd at y term yn x°. Nodwch ar gyfer pa amrediad
o werthoedd x mae eich ehangiad yn ddilys.
1

Ehangwch (14 4k +16k%)? mewn pwerau esgynnol o & hyd at y term yn °. [6]
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(C4 Haf 2017)

_1
5. (a) Ehangwch (1+ 4x) 2 mewn pwerau esgynnol (ascending) o x hyd at, ac yn cynnwys,
y term yn x2. Nodwch ar gyfer pa amrediad o werthoedd x mae eich ehangiad yn ddilys

(valid). [3]

1
(b) Defnyddiwch eich ateb yn rhan (a) i ehangu (1+ 4y+ 8y2) 2 mewn pwerau esgynnol o
v hyd at, ac yn cynnwys, y term yn 2. [3]
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(Uned 3 Haf 2019)

0] 2 Ehangwch \/% mewn pwerau esgynnol o X hyd at ac yn cynnwys y term yn x°.
X

Nodwch ar gyfer pa amrediad o werthoedd x mae’r ehangiad yn ddilys (valid). [6]
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(Uned 3 Haf 2024)

12. (@) O wybod bod 8 yn fach, dangoswch fod 2cos@+sin@—1~1+0 —6>.

Yr Adran Fathemateg

[2]

(b) Drwy hyn, pan mae 6 yn fach, dangoswch fod

1

N 2
2cos@+sinf—1 1+at+b6",

lle mae a, b yn gysonion i'w darganfod.

[4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

T

5. Ehangwch (1 + %) mewn pwerau esgynnol o x hyd at, ac yn cynnwys, y term yn x2.

(C4 Haf 2012)

2 —

Nodwch ar gyfer pa amrediad o werthoedd x mae eich ehangiad yn ddilys.

Trwy hyn, gan ysgrifennu x = % yn eich ehangiad, darganfyddwch fras werth ar gyfer./15 yny
ffurf %, lle mae a a b yn gyfanrifau y mae’n rhaid darganfod eu gwerthoedd. [5]
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(C4 Haf 2018)

4. (a) Ebhangwch 5 mewn pwerau esgynnol (ascending) o x hyd at ac yn cynnwys y

1
(1+2x)

term yn x~. [2]

2
(b) () Defnyddiwch eich ateb i ran (a) i ehangu G : gg mewn pwerau esgynnol o

x hyd at ac yn cynnwys y term yn x~.

(i)  Nodwch ar gyfer pa amrediad o werthoedd x mae eich ehangiad yn ddilys. [4]
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(Uned 3 Haf 2023)

5 yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]

9
0| 3| a Mynegwch (I—x)(1+2x)

b) Gan ddefnyddio eich ateb i ran (a), darganfyddwch ehangiad

9
(1 X)(l+2x)2 mewn pwerau esgynnol o x hyd at y term mewn x*. Nodwch ar
gyfer pa werthoedd x mae’r ehangiad yn ddilys (valid). [7]
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b

O

k-

dy
d dx
fe)™ n(f )" ' (x)
uv uj—z +v Z—Z
u pRu_ v ‘
== dx dx
1% 2
sin(f (x)) f'(x) cos(f (x))
cos(f (x)) —f" () sin(f (x))
tan(f (x)) f'(x) sec?(f (x))

sec(f(x)) | f'(x)sec(f(x))tan(f(x))
cosec(f(x)) |—f"(x) cosec(f (x)) cot(f (x))

cot(f (x)) —f'(x) cosec?(f (x))
sin™1(f (x)) A
V1= (f(x))?
Neos i) =L
V1—(f(x)?
| Ji f'(x)
(" \\ tan™" (f(x)) T+ (f0O)2 r
ef ) fl(x)ef™®
o gf™x) f’(x)af(X) In(a)
; 'y \
In(F () 1N 7
f(x) ~ — \
‘%\%:s - ' i /" -
~d ~ P




Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Ystyried sut i ddatblygu’r gwaith Uned | ar ddifferu i gynnwys

ffwythiannau trigonometreg; esbonyddol a logarithmig. Deall sut i
ddifferu cyfuniadau o ffwythiannau gan ddefnyddio rheol y lluoswm; rheol

y gyfran a rheol y gadwyn.

Gwaith TGAU: Amnewid, datrys hafaliadau, newid testun.
Lefel A Uned I: Differu.

Darganfod y gyfradd newid mewn problemau ffiseg, peirianneg neu
gemeg (a mwy!).

P e

Adolygu gwaith Uned |

Os yw y = ax™ yna mae % = nax"" 1. (Mae’r nodiant % neu y' yn cael ei ddefnyddio i gynrychioli’r graddiant.)

Enghraifft |

y dy
dx
5x? 10x
8x° +3x2 +8x +4 40x* 4+ 6x + 8
—5x3 +2x7° —15x% —12x77
Ymarfer |
Cwblhewch y tabl canlynol.
y &y
dx
4x7
6x3 —12x+5

18x3 + 12x~* —g

Ymarfer 2

Os yw y = 4x3 + 5, darganfyddwch werth y graddiant y' os yw x = 2.
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Ffwythiannau Trigonometrig

Prawf

Os yw y = sinx, darganfyddwch Z—z o egwyddorion sylfaenol.

O waith Uned |, i ddifferu o egwyddorion sylfaenol rydym yn defnyddio % = illir% w

FeIIy % _ }lllrr(l) sin(x+h}3—sin(x)
% = ileiH(l) sinx) Cos(h)ﬂo;(x) Sin(h)-sin(x) yn defnyddio sin(4 + B) = sinA cos B + cos AsinB

2
Wrth i h = 0, mae sin(h) = h ac mae cos(h) - 1 — h?

sin(x)(1—’12—2)+cos(x)h—sin(x)

dy _ .
Felly o }ll_r}(l) h
sin(x)—sin(x) +cos(x)h—sin(x)

L = lim ( )

dx h—0 h

dy sm(x)( )+cos(x)h

— = lim

dx h—-0 h

L — lim —sin(x) (ﬁ) + cos(x) o = cos 9

dx h—-0 2

ay . 0

== sin(x) (2) + cos(x) /\ 4 9

4y _ cos(x) i Rl

dx -450-360-2 180 G 9 180 70360450
Prawf _1

-1.5

Os yw y = cos x, darganfyddwch % o egwyddorion sylfaenol.

O waith Uned |, i ddifferu o egwyddorion sylfaenol rydym yn defnyddio % = }llin% w

FeIIy Z_i/ _ ;Llir(l) cos(x+hf)1—cos(x)
% = lim cos®) Cos(h)_SiI;fx) sinh)—cost) yn defnyddio cos(4 + B) = cos Acos B — sinAsin B

2
Wrth i h = 0, mae sin(h) = h ac mae cos(h) - 1 — h?

cos(x)(l—hz—z)—sin(x)h—cos(x)

dy .

Fell — = lim

Y dx h—0 h
2

dy _ cos(x)—cos(x)(%)—sin(x)h—cos(x)
dx h—0 h
dy _ .. cos(x)( ) sin(x)h
— = 11m
dx h—0 h

Z—x = hm —cos(x) ( ) — sin(x)

in(x)
Z—z = —cos(x) (E) — sin(x) e
% = —sin(x)

Nodyn —cos(x) cos(x)

Gall y diagram ar y dde eich helpu i gofio sut i ddifferu ffwythiannau sin a cos. K J
—sin(x)
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Rheol y Gadwyn

O gael dau ffwythiant y = f(£) at = g(x), yna Os yw car dwywaith
cyflymder beic ac os

yWw’r beic bedair gwaith

mor gyflym a pherson,

Gallwn ddefnyddio reol y gadwyn i ddifferu fiwythiannau mwy yna mae'r car 2 x 4 =8

cymhleth na’r rhai o Uned |I. gwaith mwy cyflym na’r
person.

Enghraifft 2
Os yw y = (2x + 4)3, defnyddiwch reol y gadwyn i ddarganfod %.
Gadewch it = 2x + 4, fel bod y = t3.

dt d
Yna— =2 ac maed—Jt/ = 3t2.

dx

dy dy _ dt
- == X —

Felly mae w2 I
d
2312 %2
dx
dy 2
— =6t
dx

ay _ 2
o= 6@x+4)
Enghraifft 3
Os yw y = sin(3x), defnyddiwch reol y gadwyn i ddarganfod %.

Gadewch i t = 3x, fel bod y = sin(t).

ar _ v _
Yna = 3 ac mae i cos(t).
dy _dy dt
Felly mae 2 o
dy _
e cos(t) X 3
dy
o 3cos(t)
Ymarfer 3

Defnyddiwch reol y gadwyn i ddarganfod % ym mhob un o’r achosion canlynol.

@y=@Bx+9)° (b) y = sin(5x)
()y=v4x—3 (ch) ¥ = 4 cos(9x)
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Ymarfer 4

Yr Adran Fathemateg

Defnyddiwch reol y gadwyn i ddarganfod % ym mhob un o’r achosion canlynol.

@y=(fx)"

Rheol y Lluoswm (Rheol Leibniz)
Os yw y = uv, yna

Prawf (dim angen ei gofio)

ax Yix T Vax

(b) y = sin(f(x))

dv du

Gadewch i y = u(x)v(x). O ddiffinio f(x) = u(x)v(x), mae

W _ |y L&)

dx h—0 h

d . ulx+h)v(x+h)—u(x)v(x
—y=11m( Jv(x+h)—u(x)v(x)
dx h—0 h

dy _ lim u(x+h)v(x+h)—u(x)v(x+h)+u(x)v(x+h)—u(x)v(x)

dx h—0 h

dy = lim v(x+h)[u(x+h)—ulx)]+u(x)[v(x+h)-v(x)]

(Sylwch fod —u(x)v(x + h) + u(x)v(x + h) = 0)

dx h—0 h
Z_i’ = lim u(x)[v(x+h)_v(x)]+Z(x+h)[u(x+h)_u(x)] (Ail-drefnu’r rhifiadur)
2 _ im u(x) X lim Va7V 4 i v(x + h) X lim ubeth)—u)
dx  h-0 h—-0 h—-0 h—0
v _ &,
dx o dx tv dx QED
Enghraifft 4
Os yw y = 4x3 sin(x), darganfyddwch %.
Gadewch i u = 4x3, v = sin(x).
Yna R-—y&4,%
dx dx dx
% = 4x3 cos(x) + sin(x) x 12x?
Z—z = 4x%(x cos(x) + 3 sin(x))
Ymarfer 5
(a) Os yw y = 5x2 cos(x), darganfyddwch Z—i. (b) Os yw y = 9+/x sin(x), darganfyddwch %.
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Rheol y Cyniferydd

Osywy=%,yna

Yr Adran Fathemateg

du dv
dy _Vax " “dx
dx v?
Prawf (dim angen ei gofio) O ‘
Gadewchiy = (x) . O ddiffinio f(x) = ==, mae Mae hwn yn cael ei roi yn y
llyfryn fformiwlau yn y ffurf

4y _ |y L@ =10 da (@) _ ['&g)-fx)g'x)
dx  h-0 h dx \g(x) (9(x))?

u(eth) u(x)
d_y = lim v(x+h) v(x)
dx h—0 h
d ulx+h)v(x)—ulx)v(x+h)
ay _ s v(x+h)v(x)
dx }11_% h
dy _ li u(x+h)v(x)-u(x)v(x+h)
dx hl_>o v(x+h)v(x)h
dy _ li u(x+h)v(x)—u(x)v(x+h)
ax -l h h—0 v(x+h)v(x)
dy _ 1. u(e+h)vo)-u)vx)+ul)v)-ulx)v(x+h) _ _
o }ll_l’)rtl) . lim —v (x+h)v = (Sylweh fod —u(x)v(x) + u(x)v(x) = 0)
Y — Nim u(x+h)v(x)-—u(x)v(x) _ lim u()v(x+h)—u()v(x) 1
dx ~ lrso h h—0 h—>0 v(x+h)v(x)

d—y = [limv(x) X lim ueth)ulx)

—= >< By x P x L
[ u dx 172
du dv
d_y — dx dx
dx v2
Enghraifft 5

) ay
-—, darganfyddwch = ®

Osywy =

Gadewch i u = sin(x), v = x2.

d vdu udv
y dx_“dx
Yna —_— =
dx v2
dy _ x?cos(x)—sin(x)x2x
dx (x2)2
dy _ x?cos(x)—2xsin(x)
dx x4
dy _ xcos(x)—2sin(x)
dx x3

Ymarfer 6

(@) Osywy = = ( 5 darganfyddwch

- }llil’(l)u(x) X ’111

v(x+h) -v(x)
] h—>0 v(x+h)v(x)

QED

O ail-drefnu’r cwestiwn fel
y=x7*

sin(x), byddai modd
ateb y cwestiwn hefyd gan
ddefnyddio rheol y lluoswm.

(b) Osywy = %, darganfyddwch Z—z
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Ffwythiannau Trigonometrig 2

Enghraifft 6
(2) Os yw y = tan(x), darganfyddwch Z—z. (b) Os yw y = tan™1(x), darganfyddwch %. E

__ sin(x) _ -1

= ost0) y =tan " (x)
Gadewch i u = sin(x), v = cos(x) tan(y) = x (cymryd tan o bob ochr)

du _dv
Z—z = % x = tan(y) (cyfnewid ochrau)
a (%) xcos(x)—sin(x)X— sin(x) a . .
d—z = 2% COS(:OS(?;ZX L ﬁ = sec?(y) (yn defnyddio canlyniad rhan (a))
dy _ cos?(x)+sin?(x) dy 1 .
dx cos2(x) dx sec2(y) (Cymryd Y Cllydd)
% = Cosi(x) (yn defnyddio sin?(x) + cos?(x) = 1) % = m (yn defnyddio sec?(y) = 1 + tan?(y))
Y _ sec? v_ 1
dx sec”(x) dx ~ 1+x2
Ymarfer 7
. (x) .
(a) Trwy ysgrifennu y = cot(x) fel y = :j(;c) (b) Trwy ysgrifennu y = sec(x) fel y = Py
dangoswch fod % = — cosec?(x). dangoswch fod Z—i/ = sec(x) tan(x).

(c) Os yw y = tan"1(3x), darganfyddwch % gan (ch) Trwy ysgrifennu y = cosec(x) fel Sinl(x),

ddefnyddio rheol y gadwyn. dangoswch fod Z—z = — cosec(x) cot(x).
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Enghraifft 7

Mae graff y = sin™1(x) rhwng —1 a 1 yn cael ei

ddangos isod.

2
1.5
1

0.5

D

y
A

>, X

Os yw y = sin~!(x), dangoswch fod % =

y = sin"1(x)
sin(y) = x

x = sin(y)
dx

o= cos(y)
@v__1
dx cos(y)

0.5 1

1
1-x2

(cymryd sin o bob ochr)

(cyfnewid ochrau)

(cymryd y cilydd)

Nawr mae sin?(y) + cos?(y) = 1 felly

cos?(y) =1 —sin?(y)

cos(y) = /1 —sin?(y)

Fely 2=

v _

dx —V1-x2

1

1

dx i,/l—sinz(y)

Ond mae graddiant graff y = sin"1(x) yn bositif,

1
1—x2

felly 22 =

Ymarfer 9

QED

(a) Os yw y = sin"1(8x), darganfyddwch Z—z gan

ddefnyddio rheol y gadwyn.

Youlfl® /adolygumathemateg

Ymarfer 8

Yr Adran Fathemateg

Mae graff y = cos™1(x) rhwng —I a | yn cael ei

ddangos isod.

35 /y\
3 |
25 |
2
15
11—}
05 |
-1 05 ¢

Os yw y = cos~1(x), dangoswch fod % =—

>l X

1
1-x2

b) Os = cos~1(5x2), darganfyddwch & gan
(b) Osywy ganfy ooy 2

ddefnyddio rheol y gadwyn.

Tudalen 8
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Ffwythiannau Esbonyddol

X

O Uned I, graddiant y graff y = e* yw % =e”*.

Enghraifft 8 Ymarfer 10

Os yw y = e***, darganfyddwch Z—z. Os yw y = e3%*+5¥+3_ dareanfyddwch %.

Gadewch i t = 4x°, fel bod y = el.

dt d
Yna £ = 24x5 ac mae 2 = e,
dx dt

dy dy dt
Felly mae — = — x —
Y dx dt dx

d
Y = et x 24x5

dx
9 _ 24x5e4x°
dx
Ymarfer | |
(@) Os yw y = e/®, darganfyddwch Z—z (b) Os yw y = 5% sin(x), darganfyddwch Z_iz
x> iy , o
(c) Osywy = i d darganfyddwch e (ch) Osyw y = (2 + ecos(x)) , darganfyddwch &,

Os yw y = a*, yna mae % = a”*In(a).

Prawf (dim angen ei gofio)

In(a)

Gadewch i y = a*. O ddiffiniad logarithm yn Uned |, mae e = a (cofiwch mai In(a) yw logarithm bon e).

Felly y=(e@)”

y = eXIn(® (rheolau indecsau, (n%)? = n%*P)

Gadewch i t = xIn(a), fel bod y = et.

a _ @ _ Lt

Yna ol In(a) ac mae prial
dy _dy _ dt

Felly mae i A
dx dt dx
dy t
=7 = X
o4 In(a)
d
=~ =a*In(a) QED

X @mathemateg Tudalen 9
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Enghraifft 9

Os yw y = 55%°  darganfyddwch Z—z.

Gadewch i t = 6x2, fel bod y = 5t.

ac _ ay _ et
Yna ol 12x ac mae ol 5% In(5).

dy _dy _dt
Felly mae L A
dx dat  dx

2 = 5tIn(5) x 12x

2 — 12x x 5% In(5)
dx

Ymarfer 13

(a) Os yw y = a/ @, darganfyddwch Z—z.

6~

5x—7"

(c) Osywy =

Ffwythiannau Logarithmig
— v_1

Os yw y = In(x), yna ol

Prawf (dim angen ei gofio)

Gadewch i y = In(x).

Fely Y =en®
e¥ =x (trwy ddiffiniad logarithm)
x=eY (cyfnewid ochrau)
dx
& _ ey i
il (differu)
dy 1 .
= (cymryd y cilydd)
wv_1
dx ~ x

Youlfl® /adolygumathemateg

dy
darganfyddwch e

Yr Adran Fathemateg

Ymarfer 12

Os yw y = 412* darganfyddwch Z—Z.

(b) Os yw y = 27* cos(x), darganfyddwch %.

(ch) Os yw y = (7 + 82%)*, darganfyddwch Z—z.

QED

Tudalen 10
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Enghraifft 10
Os yw y = In(3x2 + 5), darganfyddwch Z—z.
Gadewch i t = 3x2 + 5, fel bod y = In(t).

dt d 1
Yna £ = 6x ac mae <X ==,
dx dt t

dy _dy _dt
Felly mae L A
dx dat  dx

d 1

2= Zx6x

dx t

dy _  6x

dx ~ 3x2+45
Ymarfer 15

(@) Os yw y = In(f (x)), darganfyddwch %’

In(7x3+5x)

dy
sno darganfyddwch e

(c) Osywy =

(d) Os yw y = In(sin(x)), darganfyddwch Z—i.

X @mathemateg

Yr Adran Fathemateg

Ymarfer 14

Os yw y = In(7 — 3x*), darganfyddwch %.

(b) Os yw y = 4x In(8x), darganfyddwch %.

(ch) Os yw y = (In(8x + 2) + e*)*, darganfyddwch Z—z.

(dd) Os yw y = tan™!(5x) In(5x), darganfyddwch %’

Tudalen 11
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Yr Adran Fathemateg

S

Dyma grynodeb o’r sgiliau a ffeithiau differu sydd wedi ymddangos yn y pecyn gwaith yma.

Youlfl® /adolygumathemateg

Enw y Q Yn ymddangos yn y llyfryn
dx fformiwlau:
Ffwythiant i bwer (f )™ n(fE))" 1 (x)
Rheol y lluoswm dv du
(Rheol Leibniz) w Yax * Vix
u du_ dv 4 (16) 109t /@9 )
Rheol y cyniferydd " dxvz dx dx \g(x)) ~ (g(x))2
sin(f (x)) f'(x) cos(f (x))
Differu ffwythiannau , ,
trigonometrig cos(f(x)) —f'(x) sin(f (x))
d
tan(f () ') sec?(f () ax (tan() = sec’()
d
sec(f(x) | f'(0)sec(f(x)) tan(f (x)) @ (sec®)) = sec(x) tan(x)
Differu cilydd
ffwythiannau cosec(f(x)) | —f"'(x) cosec(f(x)) cot(f(x)) dx (cosec(x)) = — cosec(x) cot(x)
trigonometrig
d
cot(f () ~'(x) cosec? (£ () ax (©0U) = —eosec’(x)
sin_l(f(x)) L i (Sin_l(x)) =
-Gy & L-x?
Differu gwrthdro £ %) d 1 1
ffwythiannau cos™1(f(x)) ——— d—(cos () = N
trigonometrig V- () ) L=
/ d _ B
ef) f(x)ef™®
Differu ffwythiannau
esbonyddol
af® f'(x)a’® In(a)
Differu ffwythiannau f'(x)
logarithmig In(f (x)) f(x)
Tudalen 12
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I

0| 2 Differwch y ffwythiannau canlynol mewn perthynas ag x.

(Uned 3 Haf 2022)

a) x’In(5x) [3]

X @mathemateg Tudalen 13
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(C3 Gaeaf 2006)
5. Differwch bob un o’r canlynol mewn perthynas ag x, gan symleiddio eich ateb pan fydd hyn yn

bosibl.
(a) e cosx 3]
2
(c) tan(5x*+3) [2]
(ch) In(2x) [2]
(d) sin™' (3x). [2]
Tudalen 14
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(C3 Gaeaf 2008)

5. Differwch bob un o’r canlynol mewn perthynas ag x, a symleiddiwch eich atebion pan fo hyn yn

bosibl.
(a) h;—f (b) cos 15y (c) 1+6x*
(ch) x’tan2x [31.121.[2].[3]
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(C3 Gaeaf 2010)

5. Ditferwch bob un o’r canlynol mewn perthynas ag x. gan symleiddio eich ateb pan fo hyn yn

bosibl.
(a) tan~'3x (b) In(2x*-3x+4) [2]. 2]
(c) eFsinx (ch) 1=cosx [3].[3]

1+ cosx

Yo /adolygumathemateg Tudalen 18
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(C3 Haf 2007)

6. (a) Differwch bob un o’r canlynol mewn perthynas ag x, a symleiddiwch eich atebion pan fo

hyn yn bosibl.
. } 2 . ; . g 2 3 9_2_;: . 2
(1) x~sinx (1) In(x-+3) (i) e @av) 7( - 7)
(v) sin'3x [10]
(b) O wybodbod y= % (tan X# 1) , dangoswch fod % bob amser yn bositif. [4]
— lan. X

You® /adolygumathemateg Tudalen 20
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(C3 Gaeaf 2009)

5. (a) Differwch bob un o’r canlynol mewn perthynas ag x, a symleiddiwch eich atebion pan fo
hyn yn bosibl.

3x7 42

(i)  In(sin ) (i) sin '(4x) (iii) d
X~ +5 [8]

(b) Trwy yn gyntaf ysgrifennu y = tan\x fel x = tan y, darganfyddwch gi) yn nhermau x. [4]

You® /adolygumathemateg Tudalen 22
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C3 Gaeaf 2013)

5. (a) Differwch bob un o’r canlynol mewn perthynas ag x.

(i) 5x%-3x (i) sin7!7x (iii) e*Inx [7]
(b) Trwy yn gyntaf ysgrifennu cotx = zfns;c , dangoswch fod c?—x(cotx) =_cosec’x . [3]

You® /adolygumathemateg Tudalen 24
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(C3 Haf 2010)

5.  (a) Differwch bob un o’r canlynol mewn perthynas ag x, gan symleiddio eich ateb pan fo hyn
yn bosibl.

i (T+20)"° (i) sin7'5x (iii) xe™ (7]

(b)  Trwy yn gyntaf ysgrifennu tan x = 2}% ,dangoswch fod

i(tan x)=sec’x.

dx [3]
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(C3 Haf 2014)

6. (a) Differwch bob un or canlynol mewn perthynas ag x a symleiddiwch eich ateb pan fo hyn
yn bosibl.

1 3423 [5]

U Y9 - 4x® (i) 7 - x3

(b) (i) Brasluniwch graff y = sin~'x ar gyfer gwerthoedd o x sy’n bodloni -1 < x < 1.

(i) Trwy yn gyntaf ailysgrifennu y = sin”'x fel x = sin y, darganfyddwch fynegiad ar

gyfer 3_}” yn nhermau x. Rhaid i chi gyfiawnhau unrhyw ddewis o arwydd rydych
X
yn ei wneud. [6]
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(Uned 3 Haf 2024)

6. (a) Differwch cosx o egwyddorion sylfaenol. [5]

(b) Differwch e**sindx mewn perthynas ag x. [3]

You® /adolygumathemateg Tudalen 30
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T

(C3 Haf 2018)

6. (a) Differwch bob un o'r canlynol mewn perthynas ag x, gan symleiddio eich ateb pan mae
hynny’'n bosibl.

(i) In(8+ 7x—4xY)

(i) J(5-9x7)

24 5sinx
(1) 7
() 4—3cosx 7]
d
(b)  Trwy yn gyntaf ysgrifennu y = tan-! 5x fel 5x = tan y, darganfyddwch ay yn nhermau x.
[4]
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(C3 Haf 2011)
5. Differwch bob un o’r canlynol mewn perthynas ag x, gan symleiddio eich ateb pan fo hyn yn
bosibl.
L 6x
(a) (9-2x)° (b) In(cosx) (¢) x°tlandx (ch) —&
(3x+2)*

[21. 131, 3], [3]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Pl e

. . . d?
Ymchwilio i bwyntiau ffurfdro cromlin, ble mae d—szl = 0 ac mae

2
arwydd % yn newid bob ochr i’'r pwynt ffurfdro.

Gwaith TGAU: Amnewid, datrys hafaliadau, ffactorio mynegiadau
cwadratig.
Lefel A Uned I: Differu, darganfod pwyntiau arhosol.

Ym myd busnes, gall pwynt ffurfdro ddangos twf sylweddol, neu
awgrymu bod marchnad ar fin cwympo.

T

Gadewch i ni ystyried y ffwythiant y = x3 — 10.5x2 + 30x — 8. Trwy ddifferu, mae Z—z = 3x?% — 21x + 30. Trwy

2
ddifferu eto, mae % = 6x — 21. Mae’r graff isod yn dangos y tri ffwythiant hyn, a’r cysylltiadau rhyngddynt.

y

30

25

y =x3—10.5x%+30x — 8
15

(3.5,11.25)
10} -

— |
—y=3x2—21x+30

(3.5,—6.75) dx

I35
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Yn canolbwyntio ar y gromlin biws ar gyfer y = x3 — 10.5x? + 30x — 8, gwelwn fod pwynt macsimwm lleol yn
(2,18) a phwynt minimwm lleol yn (5, 4.5). Mae’r rhain yn cyd-fynd efo’r pwyntiau ble mae Z—z =0.
Yn canolbwyntio ar y gromlin werdd ar gyfer Z—z = 3x2 — 21x + 30, gwelwn fod pwynt minimwm yn (3.5, —6.75).

2
Mae hwn yn cyd-fynd efo’r pwynt ble mae % = 0. Ar y gromlin biws wreiddiol, mae pwynt ffurfdro yn ymddangos
ary pwynt (3.5,11.25).

Diffiniadau
Amgrwm a Cheugrwm

2
e Mae cromlin yn amgrwm (convex) os yw % > 0, ac felly mae’r tangiad i'r gromlin yn ymddangos o dan y
gromlin.
2
e Mae cromlin yn geugrwm (concave) os yw % < 0, ac felly mae’r tangiad i’'r gromlin yn ymddangos

uwchben y gromlin.

Pwynt Ffurfdro

e Mae pwynt ffurfdro yn digwydd pan fo cromlin yn newid o fod yn amgrwm i fod yn geugrwm, neu’n newid

2
o fod yn geugrwm i fod yn amgrwm. Hynny yw, mae arwydd % yn newid.

Pwynt ffurfdro
gostyngol sydd hefyd yn
bwynt arhosol

Pwynt ffurfdro
cynyddol nad yw’n
bwynt arhosol

Amgrwm Amgrwm

Ceugrwm

Theori - = .

y

2
O edrych ar y gromlin biws ar y dudalen flaenorol, byddai’r gromlin yn geugrwm cyn x = 3.5, gan fod % <0, ac

Yy

2
mae’r tangiad yn ymddangos uwchben y gromlin. Ar 6l x = 3.5, mae’r gromlin yn amgrwm, gan fod % > 0, ac mae’r

tangiad yn ymddangos o dan y gromlin. Ar x = 3.5, mae’r gromlin felly’n newid o fod yn geugrwm i fod yn amgrwm,
a gallwn ddweud bod pwynt ffurfdro yn y pwynt (3.5,11.25).

Dyma strategaeth ar gyfer darganfod cyfesurynnau pwyntiau ffurfdro cromlin:

2
e Datryswch % = 0 i ddarganfod cyfesurynnau—x pwyntiau ffurfdro posibl.

2
e  Gwiriwch i weld os yw arwydd % yn newid bob ochr i’ch cyfesurynnau—x.

Os ydi hyn yn wir, mae gennych bwynt ffurfdro. Os nad yw hyn yn wir, mae gennych math arall o bwynt (er
enghraifft pwynt macsimwm lleol neu bwynt minimwm lleol).
e Ar gyfer y pwyntiau ffurfdro rydych wedi’'u darganfod, amnewidiwch yn 6l i mewn i y i ddarganfod y

cyfesurynnau—y.

X @mathemateg ——— L~ Qg — o Tudalen 3



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

Enghraifft |
(a) Darganfyddwch gyfesuryn pwynt ffurfdro y gromlin y = x3 — 10.5x2 4+ 30x — 8.
(b) Dangoswch nad yw’r pwynt ffurfdro yn bwynt arhosol.

Ateb: (a) Differu: % =3x2-21x+30

2
Differu eto: d—); =6x—21
dx

2y _ . 1=
Datrysﬁ—O. 6x—21=0
6x = 21
x =35

Amnewid yn ol i y: y=35%-105x352+30%x35-8
y =11.25

Gwirio bod (3.5,11.25) yn bwynt ffurfdro:

(@) =34, m —dzy_—6><34——21 (@) = 3.6 —dzy——6><36—21
Syw X 4, mae ——3 . Syw X .6, mae ——3 .

d?y d?y

—z = —-0.6 Sz = 0.6

2
Mae arwydd % yn newid, felly mae (3.5,11.25) yn bwynt ffurfdro.

(b) Os yw x = 3.5, mae 2 = 3 x 3.5 — 21 X 3.5 + 30

dy _
- = 675

Mae Z—z # 0 felly nid yw (3.5,11.25) yn bwynt arhosol.

Ymarfer | 20 y

Mae’r graff ar y dde yn dangos y gromlin ar gyfer
y = x* —3x5.

15
(2) Ble mae’r gromlin yn geugrwm!?
(b) Sawl pwynt ffurfdro sydd gan y gromlin?

10
(ch) Darganfyddwch gyfesurynnau a natur pob un
o’r pwyntiau ffurfdro. ST

(d) Darganfyddwch gyfesurynnau a natur pob un o’r
pwyntiau arhosol.

I
[
|
I
1
1
|
I
|
(c) Sawl pwynt arhosol sydd gan y gromlin? [
[
|
i
|
|
1
1
1
|
1
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T

(Uned 3 Haf 2023)

111 Hafaliad cromlin Cyw f(x) = 5x* +2x% —3x.

a) Darganfyddwch gyfesuryn-x y pwynt ffurfdro (point of inflection). Nodwch, gan roi
rheswm, a yw’r pwynt ffurfdro yn arhosol (stationary) neu ddim yn arhosol. [5]

b) Darganfyddwch amrediad gwerthoedd x lle mae C yn geugrwm (concave). [2]
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(Uned 3 Haf 2022)

113 Mae ffwythiant wedi’i ddiffinio gan f(x) = 23+ 3x = 5.

a) Profwch nad oes pwynt arhosol gan graff /(x) . [2]

b) Dangoswch fod gan graff f(x) bwynt ffurfdro (point of inflection) a darganfyddwch
gyfesurynnau’r pwynt ffurfdro. [4]

c) Brasluniwch graff f(x). [1]

You{® /adolygumathemateg Tudalen 8



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

X @mathemateg Tudalen 9



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(Uned 3 Haf 2024)

13. Mae'r diagram isod yn dangos braslun or graff ¥ = f'(x) ar gyfer y cyfwng [,\*1,3*5] :

-
—
=
[35]
o
=
e
-
¥
\
—

(@) Darganfyddwch y cyfwng lle mae f(x) yn lleihau a hefyd yn amgrwm (convex).
Rhowch resymau dros eich ateb. [2]

(b)  Ysgrifennwch gyfesuryn-x pwynt ffurfdro ar y graff y = f/(x). [1]
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(Deunyddiau Asesu Enghreifftiol)
7. Mae gan y gromlin y = ax* +5x’ +18x” bwynt ffurfdro yn (1, 11).
(a) Dangoswch fod 2a+b5+6=0. (2]

(b) Darganfyddwch werthoedd y cysonion a a b a dangoswch fod gan y gromlin
bwynt ffurfdro arall yn (3, 27). [8]

(c) Brasluniwch y gromlin, gan nodi'r holl bwyntiau arhosol yn cynnwys eu natur.

[6]
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(AQA Papur 2 Haf 2022)
3 The function f is concave and is represented by one of the graphs below.
Identify the graph which represents f.

Tick (v) one box.
[1 mark]

Y Ya
0 X
0 X
VA VA
~ 0 X
0 X
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T

2 A curve has equation y = f(x)

(AQA Papur 2 Haf 2021)

The curve has a point of inflection at x =7

It is given that f/(7) = a and f/(7) = b, where a and b are real numbers.

Identify which one of the statements below must be true.

Circle your answer.
[1 mark]

£1(7) £ 0 f(7)=0 £1(7) £ 0 £1(7) =0

(AQA Deunyddiau Asesu Enghreifftiol)

8 A curve has equation y =2x cos 3x +(3x” —4)sin 3x

8 (a) Find % giving your answer in the form (mx2 + n)cos 3x, where m and » are integers.

[4 marks]

8 (b) Show that the x-coordinates of the points of inflection of the curve satisfy the equation

9x% —-10

6x

cot3x =

[4 marks]
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x = 165sin3(t)
y = 13 cos(t) — 5 cos(2t) — 2 cos(3t) — cos(4t)




Ysgol y Creuddyn

ST

Yr Adran Fathemateg

Darganfod hafaliadau tangiadau a normalau i gromliniau sydd wedi’u
diffinio’n barametrig neu’n ymhlyg. Trawsnewid rhwng ffurfiau
Cartesaidd a pharametrig.

Gwaith TGAU: Amnewid, datrys hafaliadau, newid testun.
Lefel A Uned 3: Differu.

Gall hafaliadau parametrig fodelu mudiant sy’n gylchol ei natur, neu
fudiant sy’n dychwelyd i’r un lleoliad.

T

Hyd yma, rydym wedi bod yn differu ffwythiannau o’r ffurf

y = f(x), ble mae un gwerth o y ar gyfer pob gwerth o x.

Nid yw pob cromlin o’r math yma fodd bynnag; ystyriwch yr
hafaliad x2 + y? = 1 sy’n rhoi cylch unedol i ni. | geisio differu’r
ffwythiant hwn, gallwn geisio ei ail-drefnu i'r ffurf y = f(x):

y2:1_x2
y =1Vl —x?

Nid yw hwn yn ffwythiant echblyg (explicit), gan fod dau werth
o y ar gyfer pob gwerth o x. Er enghraifft, os yw x = 0, mae

y =+V1—-02

y=1%1

Mae hyn i'w weld ar y graff gan fod y pwyntiau (0,1) a (0, —1)

yn gorwedd ar y cylch. Gan nad yw’n echblyg beth yw gwerth y
ar gyfer pob gwerth o x, rydym yn dweud bod x% + y2 = 1 yn
hafaliad ymhlyg (implicit).

Differu Hafaliadau Ymhlyg

2

4
A

Sut ydym yn differu x? + y? = 1 mewn perthynas ag x? Does dim problem differu x> mewn perthynas ag x: byddai
hyn yn rhoi 2x i ni. Gallwn hefyd ddifferu 1 mewn perthynas ag x i roi 0. Ond sut ydym yn differu y? mewn

perthynas ag x? | weld sut, gadewch i ni ddiffinio z fel z = y2. Gallwn ddifferu z mewn perthynas ag y:

dz_

—=2
dy Y

Yna, gallwn ddefnyddio rheol y gadwyn i ddifferu z mewn perthynas ag x:

dz dz « dy
dx dy  dx
dz dy
— =2 -
dx yxdx

Youlfl® /adolygumathemateg
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Felly, i ddifferu z mewn perthynas ag x, rydym yn ei ddifferu mewn perthynas ag y, ac yna'n lluosi efo %.
d d dy
2y — 2y %
Z0D =500 x g
Yn gyffredinol, i ddifferu unrhyw ffwythiant o y mewn perthynas ag x, rydym yn ei ddifferu mewn perthynas ag y, ac
) . dy
yn2’n lluosi efo e
d d dy
— —_— X —
@ U 0) =g CON x5

T | —

(@)

Yn dychwelyd at hafaliad y cylch x? + y? = 1, pan rydym yn ei ddifferu mewn perthynas ag x, rydym yn cael

2x + 2y X @ _ 0
xTey dx
Gallwn ail-drefnu hwn i ddarganfod %:
dy

2y X — = =2

Y dx x
dy —2x
dx 2y
dy «x
dx y

O gael pwynt sydd yn gorwedd ar y cylch, gallwn amnewid y pwynt i mewn i % i ddarganfod graddiant y cylch ar y
pwynt hwnnw. Er enghraifft, o’r dudalen gynt rydym yn gwybod bod y pwynt (0, 1) yn gorwedd ar y cylch. Yma mae

dy 0
gx_ 1
y
—~Z =0
dx

Gallwn nawr (er enghraifft) ddarganfod hafaliad y tangiad i’r cylch yn y pwynt (0, 1):

y=y1=mx —x)
y—1=0(x—-0)
y—1=0
y=1

Mae hon yn llinell lorweddol sy’n mynd trwy’r pwynt (0, 1).

Enghraifft |
Darganfyddwch % ar gyfer y gromlin 3x2 + 5y2 = 7.

Ateb: Trwy ddifferu’n ymhlyg:  6x + 10y X Z—i =0

dy__
10}7)(;— 6x

dy _ —6x
dx 10y
dy _ 3x
dx 5y

X @mathemateg Tudalen 3
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Ymarfer |

(a) Darganfyddwch % ar gyfer y gromlin 8x2 + 2y? = 10.

(b) Mae’r pwynt (—1,1) yn gorwedd ar y gromlin 8x2 + 2y? = 10.
Darganfyddwch hafaliad y tangiad i'r gromlin 8x2 + 2y? = 10 yn y pwynt (—1, 1).

Ymarfer 2

Darganfyddwch hafaliad y normal i’'r gromlin 4x? + 3y? — 7x + 2y = 13 yn y pwynt (1, 2).
Ysgrifennwch eich ateb yn y ffurf y = mx + c.
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Hafaliadau Parametrig 5 Y
N
Mae hafaliadau parametrig cromlin yn diffinio
cyfesurynnau’r gromlin gan ddefnyddio trydydd newidyn, fel
arfer ¢, sydd yn cynrychioli’'r paramedr. 1t —t
x =1 t=205
y=9@®
Er enghraifft, gallwn gynrychioli’r cylch unedol gan ddefnyddio’r f T 8 =0 > X
hafaliadau parametrig canlynol. -2 -1 0 1 2
x = cos (t)
y = sin (t) -1k
Mae’r tabl canlynol yn dangos beth fyddai gwerthoedd x ag y ar
gyfer gwerthoedd gwahanol o t, gan gychwyn ot = 0, ac yn

mynd i fyny fesul 0.1. (Dangosir y gwerthoedd yn gywir i 2 L
bedwar lle degol, gyda’r ongl t mewn radianau.) Mae’r rhain yn
cael eu plotio fel cyfesurynnau piws ar y graff ar y dde. (I blotio’r cylch cyfan, byddai angen i werth t gyrraedd 2m.)

t 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 I
x I 0.9950 | 0.9801 | 0.9553 | 0.9211 | 0.8776 | 0.8253 | 0.7648 | 0.6967 | 0.6216 | 0.5403
y 0 0.0998 | 0.1987 | 0.2955 | 0.3894 | 0.4794 | 0.5646 | 0.6442 | 0.7174 | 0.7833 | 0.84I5

| ddarganfod graddiant y gromlin ar unrhyw bwynt, gallwn ddifferu’r ffwythiannau
f(t) a g(t) mewn perthynas a t:

dx .

-/ —
Yy _

ik ®)

Yna gallwn ddefnyddio rheol y gadwyn i ddarganfod y graddiant:

dy dy o dt
dx dt  dx
ble mae
a1
& & :
dt . -
Ar gyfer yr enghraifft uchod, mae N o
dx .
P sin(t)
d
d_)t/ = cos(t)
dy dy o dt
dx dt  dx
ay = t) X
dx cos (t) —sin (t)
d
% = —cot (t)

Os yw (er enghraifft) t = 1, mae Z—y = —cot (1)

X

L — _0.6421 4 lle degol.
dx
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Er mwyn darganfod hafaliad y normal i’r gromlin yn y pwynt ble mae t = 1, gallwn ddefnyddio’r wybodaeth ganlynol
o’r dudalen flaenorol:

Osywt =1, mae (i 4 lle degol) x = 0.5403, y = 0.8415, Z—z = —0.6421

Graddiant y normal fydd —

PR dy
e 1.5574 (sef negatif cilydd E)'
Hafaliad y normal yn y pwyntble maet = 1yw y —y; = m(x — x;)
y — 0.8415 = 1.5574(x — 0.5403)
y — 0.8415 = 1.5574x — 0.8415

y = 1.5574x
Ymarfer 3 20 /){
Mae cromlin yn cael ei ddiffinio gan yr hafaliadau
parametrig 15—
x = t? 10 }
y=2t+3
(2) Llenwch y tabl canlynol. > T
t O I 2 3 4 5 L) C L] L] L] L] L] >l x
X ) (] 5 10 15 20 25 30
y 5}
(b) Defnyddiwch y tabl uchod i blotio darn o’r 10+
gromlin ar y papur graff ar y dde.
(c) Darganfyddwch raddiant % y gromlin, gan |
ysgrifennu eich ateb yn nhermau t. 0L
(ch) Darganfyddwch hafaliad y tangiad i’r gromlin (d) Darganfyddwch hafaliad y normal i’'r gromlin
yny pwynt ble mae t = 2. yn y pwynt ble mae t = 4.
You® /adolygumathemateg Tudalen 6
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Ysgrifennu Hafaliadau Parametrig fel Hafaliad Cartesaidd

Weithiau, mae’n bosib trawsnewid set o hafaliadau parametrig i fod yn un hafaliad Cartesaidd, sy’n osgoi
defnyddio’r paramedr gwreiddiol, ac yn defnyddio x ag y yn unig.

Enghraifft 2
Ar dudalen 5, defnyddiwyd yr hafaliadau parametrig canlynol i ddiffinio’r cylch unedol.

x = cos (t)
y = sin (t)

| ddileu’r paramedr t o’r hafaliadau hyn, gallwn ddefnyddio’r unfathiant sin?(t) + cos?(t) = 1 o Uned I:

y2+x2=1
x2+y?=1

Hwn yw’r hafaliad ar gyfer y cylch unedol o dudalen 2.
Enghraifft 3
Yn Ymarfer 3, defnyddiwyd yr hafaliadau parametrig canlynol i ddiffinio cromlin.

x =t
y=2t+3

| ddileu’r paramedr t o’r hafaliadau hyn, gallwn ail-drefnu’r ail hafaliad i wneud t yn destun:

y—3=2t
y—3

t
2

Gallwn wedyn amnewid ar gyfer t i mewn i’r hafaliad cyntaf:

- (5

_(y—3)?
=
x_(y—BXy—S
B 4

4x =y* -3y —3y+9
4x =y>—6y+9
4x —y*+6y—-9=0

Ymarfer 4
Mae cromlin yn cael ei ddiffinio gan yr hafaliadau parametrig

x=t>2-3
y=t+2

Darganfyddwch yr hafaliad Cartesaidd sy’n diffinio’r gromlin.
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T

3.  (a) Mae'r gromlin C wedi’1 diffinio gan

(C3 Gaeaf 2010)

y3+ 2x3y =3x2 +4x-3.

Darganfyddwch werth % yny pwynt (2, 1). [4]

You® /adolygumathemateg Tudalen 8
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(C3 Gaeaf 2012)

3. (a) Mae ffwythiant wedi’i ddiffinio’n baramedrig gan

x =32, y=1%-4.
(1) Darganfyddwch dy yn nhermau r.
d
X

(11) O wybod bod 211_}3; = %, dangoswch fod 2% — 41 -7 = 0. [5]
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(C3 Haf 2014)

d
4. Owybod bod x =2e’ -5, y = 8¢~' + 3¢’ — 4, darganfyddwch werth 7 pan fydd —i =-1,

Rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. [7]

Yo /adolygumathemateg Tudalen 10
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(C3 Haf 2006)

3. (a) O wybod bodx=cost, y=sin 2t, darganfyddwch % yn nhermau 7. [4]

() O wybod bod

X+ 2xty+yi=21,

dargantyddwch gﬁ yn nhermau x ac y. (4]
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(C3 Gaeaf 2008)

3. (a) Owybodbodx=¢+1,y=e*+5,darganfyddwch Elli yn nhermau . [4]
(b) O wybod bod x*+sin v+ .r2y3 =9, darganfyddwch % yn nhermau x ac y. [3]

Yo /adolygumathemateg Tudalen 12
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(C3 Haf 2008)
3. O wybod bod
¥ 4xsiny+y =m0 + 1,

darganfyddwch werth % yny pwynt (1, 7). [4]
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(Uned 3 Haf 2024)

11. Mae cromlin yn cael ei diffinio'’n barametrig gan

x =26+s1n26, v=1+cos26.

(@) Dangoswch fod graddiant y gromlin yn y pwynt sydd &r paramedr & yn —tané . [6]

You® /adolygumathemateg Tudalen 14
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(b) Darganfyddwch hafaliad y tangiad ir gromlin yn y pwynt lle mae & =%. [4]
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(Uned 3 Haf 2023)

113 Hafaliadau parametrig y gromlin C, yw x=3p + 1, y = 9.

Hafaliadau parametrig y gromlin C, yw x =4¢q, y = 24.

Darganfyddwch gyfesurynnau Cartesaidd pwyntiau croestoriad C, ac C.. [7]
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(Uned 3 Haf 2022)

1] 6 Hafaliadau paramedrig y gromlin C yw

x=3-4t+ ¢, y=@-1°
a) Darganfyddwch gyfesurynnau'r pwyntiau lle mae C yn cwrdd &'r echelin-y. [3]
b) Dangoswch fod yr echelin-x yn dangiad i'r gromlin C. [5]
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(Uned 3 Haf 2018)

X @mathemateg

Yr Adran Fathemateg

1 | 0 | Mae hafaliad cromlin C wedfi'i roi gan yr hafaliadau paramedrig

X =cos26, y =cos®.

Darganfyddwch hafaliad Cartesaidd C. 2]
Dangoswch fod y llinell x —y + 1 =0 yn cwrdd ag C yn y pwynt P, lle mae 8 = %T
acyny pwynt Q, lle mae 6= g . Ysgrifennwch gyfesurynnau P a Q. [5]

Darganfyddwch hafaliadau’r tangiadau i C yn P a Q. Ysgrifennwch gyfesurynnau
pwynt croestoriad y ddau dangiad. [7]
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T

(Uned 3 Haf 2019)

0] 6 Hafaliadau paramedrig cromlin C yw x = sin#, y = cos26.

a) Hafaliad y tangiad i'r gromlin C yn y pwynt P lle mae 6 = % yw

vy = mx + c. Darganfyddwch union werthoedd m ac c. [6]

b) Darganfyddwch gyfesurynnau pwyntiau croestoriad y gromlin C a’r llinell syth
x+y=1. [9]
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(C3 Gaeaf 2009)

3. (a) O wybodbodx?+3xy + 2y* - 2x = 13, darganfyddwch werth gj: yny pwynt (1, 2). (4]

(b) O wybod bod x = 2¢’ + 6, y = 4e* + 3¢’ + 1, darganfyddwch werth ¢ pan fydd dy — 6,
gan roi eich ateb yn gywir 1 dri lle degol. dx
(7]
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f(ax + b)"dx = (ax + b)"* + ¢

1
(n+ 1a
1
f cos(ax + b)dx = Esin(ax +b)+c

1
j sin(ax + b) dx = —Ecos(ax +b)+c

1
j sec?(ax + b) dx = atan(ax +b)+c

jeax+b dx =leax+b +c
a

1
a®*b In(a) dx = Ea“’”b +c

J
Jl

1
dx = Elnlax +b|+c

ax+ b
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ST
Defnyddio’r gwaith blaenorol ar ddifferu ffwythiannau trigonometrig;

esbonyddol a logarithmic i integru ffwythiannau tebyg. Defnyddio
integrynnau pendant i ddarganfod yr arwynebedd rhwng dwy gromlin.

Lefel A Uned I: Differu ac integru.
Lefel A Uned 3: Differu pellach.

Gall y cwestiynau yn y pecyn gwaith yma ymddangos wrth geisio modelu
twf poblogaeth; dadfeiliad ymbelydrol; a thwf ariannol.

T

Dyma rai o’r technegau differu a ymddangosodd yn y pecyn gwaith blaenorol ar ddifferu pellach.

Enw y Q Yn ymddangc.)s ):n y llyfryn
dx fformiwlau:
Ffwythiant i bwer (f ™ n(f )1 (x)
sin(f (x)) f'(x) cos(f (x))
Differu
ffwythiannau cos(f(x)) —f'(x) sin(f (x))
trigonometrig
d
tan(f (1)) '(0) sec?(f () ax (tan() = sec’(®)
Differu e/ f'(xel
ffwythiannau
esbonyddol af(x) f,(x)af(x) ln(a)
Differu ,
fooryhianna In(f (%)) [
logarithmig f(x)

Mae’r technegau uchod i gyd yn defnyddio rheol y gadwyn: O gael dau ffwythiant y = f(t) a t = g(x), mae

dy_dyxdt
dx  dt = dx
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Mae’r set ganlynol o gwestiynau differu i gyd yn defnyddio’r tabl ar y dudalen flaenorol, mewn achosion ble mae’r
ffwythiant f(x) o’r ffurf ax + b ar gyfer cysonion a a b.

Enghraifft | Ymarfer |
Differwch y ffwythiannau canlynol. Differwch y ffwythiannau canlynol.
(@) y = 3x —5)* (@) y = (6x +11)7
d

g—z=4(3x—5)3x3

Y 12(3x —5)3

dx

(b) y = sin (6x — 4) (b) y = cos (9x + 7)
@ _ 6 X 6x — 4

T cos (6x — 4)

@ _ 6 6x —4

i cos(6x — 4)

() y = e (Qy=e"7?

dy

2 =8 8x+9

gx X e

@Y _ g 8x+9

e 8e

(Ch) y = 65%+3 (Ch) y = 92x—9

dy

— =5x%x6"3 x1In(6

& n(6)

% — 51n(6) x 6°%+3

(d)y=1In(7x+3) (d) y = In(9x + 25)
dy 7

dx  7x+3

Gan gofio bod integru yn dadwneud differu, gallwn ddefnyddio’r gwaith uchod i lunio ychydig o gwestiynau integru:

f 12(3x —5)3dx = (B3x—5*+¢
f 6 cos(6x —4) dx = sin(bx —4) + ¢

f868x+9 dx = 68x+9 +c

ac yn y blaen...

Mae’r symiau integru yma i gyd yn dadwneud rheol y gadwyn. Yn gyffredinol, os yw

jf(x)dx =F(x)+c,

yna

@ ff(ax+b)dx=%F(ax+b)+c [@n))

T | —
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Prawf (dim angen ei gofio)

Gadewchiy = %F(ax + b) + c. Trwy ddiffinio t = ax + b, mae y = %F(t) +c.

Trwy ddifferu, mae % =aq, % = %f(t). Defnyddio rheol y gadwyn: Z—z = % %
2 =2f(t)xa
? = ()
== f(ax +b)
Felly mae [ f(ax + b) dx = ~F(ax + b) +c. QED

Yn ymarferol, pan rydym yn defnyddio’r uchod i integru, rydym yn meddwl beth sy’n differu i roi f(ax + b), gan
luosi efo cysonyn yn ol yr angen.

Enghraifft 2 Ymarfer 2
Integrwch y canlynol. Integrwch y canlynol.
() [18(3x + 2)%dx (@) [10(2x — 5)*dx

Mae differu (3x + 2)® yn rhoi 6 X (3x +2)°> x 3
= 18(3x + 2)°5, felly mae
[18(83x +2)°dx = (3x +2)® +c.

(b) [32(2x — 5)3 dx (b) [ 70(5x + 1)%dx

Mae differu (2x — 5)* yn rhoi 4 x (2x —5)3 x 2

= 8(2x — 5)3. Ond rydym angen 32(2x — 5)3, sydd 4
gwaith yn fwy, felly mae angen differu 4(2x — 5)* i roi
32(2x — 5)3. Felly mae

[32(2x —5)3dx = 4(2x —5)* +c.

(c) [sin(7x — 1) dx (c) [ cos(3x + 2) dx
Mae differu — cos(7x — 1) yn rhoi

7 X sin(7x — 1). Ond rydym angen sin(7x — 1), sydd 7

gwaith yn llai, felly mae angen differu —%Cos(7x —1)i

roi sin(7x — 1). Felly mae

[sin(7x — 1) dx = —%cos(7x -D+ec.

(ch) [e>**7 dx (ch) [e™2*+3 dx

5¥+7 yn rhoi 5 X 5**7. Ond rydym angen

, sydd 5 gwaith yn llai, felly mae angen differu
1 o1
Eesx” iroi =X 5x e5¥t7 = ¢5**7 Felly mae

1
f€5x+7dx — Ee,5x+7 +c.

Mae differu e
eSx+7

(d) [ 15In(7) x 7°* 2 dx (d) [18In(3) x 32*** dx

Mae differu 75*~2 yn rhoi 5 X 7°*~2 X In(7). Ond
rydym angen 151n(7) X 7°%72, sydd 3 gwaith yn fwy,
felly mae angen differu 3 X 7572 i roi

3x 5% 7°%72 xIn(7) = 151In(7) x 7°*72. Felly mae
[15In(7) X 7°%72dx =3 X 7572 + ¢,

Theori
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Enghraifft 3

Enrhifwch f__sz 2;—_3 dx.

2+

-3 Mae angen bod yn ofalus

peidio ag integru ar
e draws yr asymptot
x = 1.5 er mwyn osgoi
-5—F arwynebeddau anfeidrol.
6L
) . . 4 2 . ) ')
Ateb: Os ydym yn ysgrifennu’r integryn pyrd LD ffurf 2 X Py gwelwn fod y ffracsiwn o’r ffurf )
, . . R . . d Ji©)
Mae’r ffracsiwn felly’n integru i roi logarithm naturiol, gan fod o (ln(f(x))) =T
Y rheol rydym yn ei ddefnyddio i integru ffracsiwn o’r ffurf );c ((xx))
f'(x)
dx =In|f(x)|+c
Floy &
Yn yr achos uchod, mae
=t
L 2x—37
[Foxglga
= X
T3

= [21n|2x — 3|]22
=@2In)2x-2-3])—2In|2x =5-3])
= (2In|-7]) = (21In|-13|)

=21In(7) — 2In(13)

= —1.238 3 lle degol

Mae hyn yn cyfateb i’r arwynebedd melyn yn y graff uchod.
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Pam bod angen y symbolau modwlws?

Ystyriwch ein bod yn ceisio defnyddio’r rheol fl;(—(;))dx = In(f(x)) + c i integru’r ffracsiwn ]}:(—(xx)), nid
@ gy = In|f (x)| + c. Byddai’r cyfrifiadau ar gyfer enrhifo 2% dx yn cychwyn fel hyn:
&) Y Y gy —5 Zx_3 4X yn cychwy )4
d
f_ < 2x—3
- 2 2 d
= X
f =3 ™

= [2In(2x — 3)]22
= 2In(2x—-2-13)) — (2In(2 x =5 —3))
= (2In(=7)) — (2In(-13))

Bydd hi’n amhosib parhau yn fan hyn, gan nad yw’n bosib enrhifo In(—7) neu In(—13). (Cofiwch fod y logarithm

naturiol In(x) yn darganfod y pwer p o’r rhif e sy’n rhoi x, fel bod e? = x. Gan fod gwerth e? o hyd yn bositif dim
ots beth yw gwerth p, does dim gwerth posib ar gyfer In(x) os yw x yn negatif.)

Felly rhaid defnyddio’r symbolau modwlws wrth integru ];(—(;C)) i gael In|f (x)| + ¢, ond pam fod hyn yn gweithio?

Ystyriwch eto’r graff ar gyfer y = % ar y dudalen flaenorol. Wrth enrhifo f__:%dx, rydym yn darganfod yr

arwynebedd melyn o dan yr echelin—x rhwng x = —5 ac x = —2. Trwy gymesuredd y graff, bydd maint yr
arwynebedd melyn yma yr un peth a maint yr arwynebedd gwyrdd ar y dde, sydd rhwng x = 5 ac x = 8.
Cymharwch y cyfrifiadau canlynol ar gyfer integru’r ffwythiant rhwng —5 a —2 yn gyntaf, ac yna rhwng 5 ac 8.

"2 4 4 8 4 4
f_S 2x—3% fs2x—3x
-2 2 8 2
= 2 X d = 2 X d
j_s 2x—37" fs 2x -3
= [21n|2x — 3|]Z2 = [21n|2x — 3|]&

(2In|]2x -2-3]) = (2In|]2 x =5 = 3]) (2In|]2x8—3|) = (2In[2 x5-=3])
(2In|=7]) = (2In]—-13]) (2In]|13]) = (21n]7])

=2In(7) — 2In(13) = 2In(13) — 21In(7)

= —1.238i 3 lle degol = 1.238i 3 lle degol

Sylwch fod y cyfrifiadau yn y llinell olaf ond un ill dau’n defnyddio’r rhifau 7 ag 13, ond mewn trefn wahanol.
Ar y chwith mae’r cyfrifiadau’n rhoi ateb negatif, sy’n cyfateb i'r arwynebedd melyn o dan yr echelin—x.
Ar y dde, mae’r cyfrifiadau’n rhoi ateb positif, sy’n cyfateb i'r arwynebedd gwyrdd uwchben yr echelin—x.

Ymarfer 3

Enrhifwch [ —2—dx

6 4x+5

Yo /adolygumathemateg Tudalen 6
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Yr Adran Fathemateg

Crynodeb
Enw Integryn Ateb
Ffwythiant i bwer f(ax + b)"dx m (ax + b)) + ¢
1
f cos(ax + b) dx Esin(ax +b)+c
i 1
Integru ffwyth|a'nnau J‘ sin(ax + b) dx L ostax+ ) 4 ¢
trigonometrig a
1
f sec?(ax + b) dx Etan(ax +b)+c
ax+b 1
e dx Zeaxth 4
Integru ffwythiannau a
esbonyddol
j a®*b In(a) dx —a%*tb 4 ¢
o
Integru i roi ffwythiannau 1
logarithmig f ax + b dx alnlax +bl+c

Arwynebedd rhwng dwy gromlin

i =x%+4
Enghraifft 4 16 /}; Y
Mae’r diagram ar y dde’n dangos braslun o’r cromliniau
y =x%+4ay = 12— x2 Darganfyddwch arwynebedd y
rhanbarth sydd wedji’i ffinio gan y ddwy gromlin. 8
Ateb: Cam |: Darganfod ble mae’r cromliniau’n croestorri.
x*+4=12—x?
sz = 8 I T T T T o T T T T >lx
x? =4 '5'/'3'2'1T123\<'5
— +\/Z -4
x=1 y =12 —x?
x =12
Naill ai x = 2 neu x = -2

Cam 2: Arwynebedd rhwng y cromliniau

= (Arwynebedd o dan 12 — x? rhwng —2 a 2) — (Arwynebedd o dan x2 + 4 rhwng —2 a 2)

Arwynebedd o dan 12 — x? rhwng —2 a 2:
f_zz 12 — x%dx
; =[5+ 4]
3 _ )3
=(12x2-2) - (12x -2 -2

= (24-3) - (-24+5)

- [12x - "—3]:

_ 64 64 32 32
3 3 ) 3
_ 128 _ 64
T3 T3

- 128 64 _ 64 .
Felly’r arwynebedd rhwng y cromliniau yw S "33 uned sgwar.

X @mathemateg

- (S eaxz)<(
- (re)- (-39

(-2)3

Arwynebedd o dan x? + 4 rhwng —2 a 2:
f_zzxz + 4dx
2

- +4><—2)

Tudalen 7



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

T

(C3 Haf 2007)

7. (a) Darganfyddwch (i) J‘ lx dx ., (i1) '|.(3x+2)20dx,
(iii) Je“dx. [7]

ps
(b)  Enrhifwch J : cos(3x + %) dx. [4]
. :

You® /adolygumathemateg Tudalen 8
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(C3 Gaeaf 2006)

7. (a) Darganfyddwch

O N L I P
Tx+2  QBx+1)°) [4]

(11) J. cos2xdx.

4 X
(b)  Enrhifwch Jez dx.
0 (4]

X @mathemateg Tudalen 9
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(C3 Haf 2008)

7. (a) Darganfyddwch (i) J' sin3xdy, (i) .f ﬁ d, (i) I63x+4dx. (6]

1
(b) Emrhifweh [ —1— dv . [4]
0(2x+1)

Yo /adolygumathemateg Tudalen 10
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(C3 Gaeaf 2007)

7. (a) Dargantyddwch

(if) I e d. [4]
2
(b) Enrhifwch J- 3 6+2 dx, gan fynegi eich ateb fel logarithm sengl. [4]
02X
z
(c) Enrhifwch I4cos (3x+%) d.x. [4]
0

X @mathemateg Tudalen 1|
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(C3 Gaeaf 2010)

6. (a) Darganfyddwch

. 1 .. 3x—1 5
(1) J. dx, (i1) .[e dx ., (111) _[7 dx . [6]
4x—17 (2x+3)"
T
(b)  Enrhitwch J. sin (Zx + %) dx . gan fynegi eich ateb ar ffurf swrd. [4]
0

X @mathemateg Tudalen 13
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(C3 Haf 2012)

6. Darganfyddwch
@ @) J3e2‘%dx (ii) J.ﬁ dx (iif) J-3x7+1dx (6]

() O wybodbod 0 < a< gabod

J.O sin2xdx = %,

darganfyddwch werth y cysonyn a. [5]

You® /adolygumathemateg Tudalen 14



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C3 Haf 2019)

6. (a) Darganfyddwch bob un o'r integrynnau canlynol, gan symleiddio eich ateb pan mae hyn
yn bosibl.

7 10
(i) J.md-\' (ii) J.mdx (iii) J.secz3xdx 6]

(b) O wybod bod %<a<3 a bod

J. coslxdx =0-92,
p 2

3

darganfyddwch werth y cysonyn a. Rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol. [5]

X @mathemateg Tudalen 15



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C3 Haf 2015)

7. (a) Darganfyddwch bob un o'r integrynnau canlynol a symleiddiwch eich ateb pan fo hyn yn
bosibl.

() j =) 4 0 j sin(% - ) dx 5]

(b) Enrhifwch I : [4]

1
4(5x —14) dx

You® /adolygumathemateg Tudalen 16
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(Uned 3 Haf 2022)

0|7 Mae'r diagram isod yn dangos braslun o’r cromliniau y = x?ac y=8/x .

)

Darganfyddwch arwynebedd y rhanbarth sydd wedi’i ffinio gan y ddwy gromlin. [7]

X @mathemateg Tudalen 17
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(Uned 3 Haf 2024)

9. Mae'r diagram isod yn dangos braslun or gromlin C, & hafaliad y = —x? +7x+1 abraslun or
gromlin C, &r hafaliad y = cos2x. Maer cromliniau’n croestorri yn y pwyntiau lle mae x=0 ac
X=7.

Cyfrifwch arwynebedd y rhanbarth sydd wedi'i dywyllu ac sydd wedi’i amgau (enclosed) gan
C,, C, ar echelin-x. Rhowch eich ateb yn nhermau 7. [9]

X @mathemateg Tudalen 19
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Y e, Y

7. (a) Darganfyddwch bob un o'r canlynol a symleiddiwch eich ateb pan fo hyn yn bosibl.

(C3 Gaeaf 2014)

(i J.e%xdx, (i) j%/m dv, (i J.sin(l—%)dx. [6]

(b) O wybodboda>2, abod

a 1 _ '
L 7 dx=0284,

darganfyddwch werth y cysonyn «. Rhowch eich ateb yn gywir i un lle degol. [5]

X @mathemateg Tudalen 21
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P 13

ff’(g(x))g’(x) dx =f(g(x)) +c




Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Pl e

Dadwneud rheol y gadwyn a rheol y lluoswm i allu integru trwy
amnewid ag integru fesul rhan.

Lefel A Uned I: Differu ac integru.
Lefel A Uned 3: Differu ac integru pellach.

Gall integru fesul rhan gael ei ymestyn at ddefnyddio fformiwlau gostwng
sy’n gallu integru mynegiadau fel cos™ x.

pi e
Mewn achosion ble rydym yn ceisio integru rhywbeth sy’n cynnwys ffwythiant a’i ddeilliad, gallwn geisio ffeindio’r
ateb gan integru trwy amnewid. Dangoswn sut mae hyn yn gweithio trwy ystyried yr enghraifft ganlynol.

Enghraifft |
f(24x2 +9)e80’+9x gy

Rydym yn adnabod yn gyntaf bod yr integryn yn cynnwys y ffwythiant f(x) = 8x3 + 9x 2'i ddeilliad
f'(x) = 24x% + 9. Rydym yn dewis yr amnewid i'w ddefnyddio yn seiliedig ar y ffwythiant hwn: u = 8x3 + 9x.
Trwy ddifferu u, rydym yn cael

du

—=24x*+9

dx

Gallwn ail-drefnu’r uchod i wneud dx yn destun:

du = (24x% + 9) dx
du _d
24x2+9
du
24x2+9

Rydym nawr yn amnewid u yn lle 8x3 + 9x a yn lle dx yn yr integryn gwreiddiol:
f(24x2 +9)e8x X gy
= fMe” _du
24x>F9
= f etdu

Mae e yn integru (mewn perthynas ag u) i roi e“. Felly mae

fe“du=e“+c

Theori
You® /adolygumathemateg Tudalen 2



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
| orffen, rydym yn amnewid yn 6l ar gyfer u:
fe“ du = e8¥’+9% 4 ¢
Felly mae
f(Zész +9)eBX 4N gy = 8X H+9x 4

Ymarfer |

Defnyddiwch integru trwy amnewid i ddangos bod

f 12x cos(6x? — 4) dx = sin(6x2 — 4) + ¢

Yn gyffredinol, gallwn integru trwy amnewid pan rydym yn integru mynegiad o’r ffurf '(g(x))g'(x).

= fﬂ@&»j@ﬁh=fwun+c =

| ddangos pam fod yr uchod yn wir, gallwn ddefnyddio rheol y gadwyn i ddifferu y = f(g(x)) + c.
Gadewch i u = g(x) felbod y = f(u) + c.

Trwy ddifferu, Z_Z =g'(x)a Z—z = f'(uw).

dy _ dy du
dx  du dx

2= f'wxg'(x)
2= f'(9(0))g'(x)

Rheol y gadwyn:

Felly, mae [ f'(g(x))g'(x) dx = f(g(x)) + ¢, a gallwn feddwl am integru trwy amnewid fel y gwrthdro i reol y
gadwyn.

X @mathemateg Tudalen 3
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Enghraifft 2
Enrhifwch foo.s x cos(3x? + 5) dx.

Rydym yn adnabod yn gyntaf bod yr integryn yn cynnwys y
ffwythiant f(x) = 3x% + 5 a lluosrif o’i ddeilliad

f'(x) = 6x. Rydym yn dewis yr amnewid i'w ddefnyddio yn
seiliedig ar y ffwythiant hwn: u = 3x2 + 5.

Trwy ddifferu u, rydym yn cael

du_

—=6
dx x

Gallwn ail-drefnu’r uchod i wneud dx yn destun:

du = 6xdx
du_d
6x X

:

Yr Adran Fathemateg

Il

I

211 - ]
u N
2+
3}

= xcos(3x2 +|5)
4L

Rydym nawr yn amnewid u yn lle 3x% + 5 a z—z yn lle dx yn yr integryn gwreiddiol:

0.5
f x cos(3x? + 5) dx
0

05 du

= . x'cos(u) %

0.5 1
= f —cos(u) du
o 6

Cyn integru mewn perthynas ag u, rhaid sicrhau fod y terfannau hefyd yn nhermau u, nid x.
Ar hyn o bryd, rydym yn integru rhwng x = 0 ac x = 0.5. O gofio bod u = 3x% + 5,

Osywx =0maeu=3x0%2+5
u=>5

Felly’r integryn yn nhermau u yw

5.75
f —cos(u) du
5 6

Mae cos (1) yn integru (mewn perthynas ag u) i roi sin (u). Felly mae

5.75
J; gcos(u) du
1 5.75
= [E sm(u)]5

6

= <1>< sin(5.75)) - (%X sin(S))

Osywx =05maeu=3X%x05%+5

u =575

= —0.08471317958 — —0.1598207124

= 0.07510753282

= 0.075 uned sgwar, i 3 lle degol

Youlfl® /adolygumathemateg
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Ymarfer 2

Enrhifwch flz 12x e3**~* dx.

Integru sin?(0) a cos?(0)
Fe gofiwn o waith gynt bod
cos(20) = 2cos?(0) — 1 neu cos(20) = 1 — 2sin?(0)

Trwy ail-drefnu, mae

C“(Zzﬁ = cos2(6) sin(0) = 1‘%5(29)
Felly

[ cos?(0)d6 [ sin?(6) do

_ fcos(229)+1 do _ f 1—co; (26) do

=f%cos(29)+%d9 = f%—%cos (20) do

=%sin(29) +§+c =g—%sin(29) +c
Enghraifft 3

(2) Defnyddiwch yr amnewid x = 4 sin(8) i ddangos bod

a
dx=f bsin? 6 de
0

22 x2
—fo V(16 — xz)

lle mae a a b yn gysonion y mae eu gwerthoedd i’'w darganfod.

(b) Trwy hyn, enrhifwch

22 x2
[
0 /(16 —x2)

Rhowch eich ateb yn y ffurf cm + d, lle mae c a d yn gyfanrifau y mae eu gwerthoedd i'w darganfod.
X @mathemateg Tudalen 5
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(a) Os yw x = 4sin(f) yna % = 4 cos(0) ac mae x% = 165sin?(0)
dx = 4 cos(6)db
Terfannau: Osyw x =0 mae 0 = 4sin(0) Osyw x = 2v2 mae 2v2 = 4sin(6)
0 = sin (0) g = sin(6)
6 = sin~1(0) 0 = sin™t (2)
0=0 o="=
4
Felly
fzf x2
w/ (16 — x2
T 16 smz(e)
= X 4 cos(6) db
0 /(16 — 16 sin2(6))
T 16sin2(6)
= X 4 cos(6) db
0 /16(1 —sin%(8))
f% L6sin’(®) 046
= | ————=X4cos
0 /16 cos?(6)
165sin2(6) 0
o Aces()y (63
71'
4
= f 16sin?(6) d6
0
Fellya =7 b = 16
(b)
2v2 x2
L [(16 — x2) dx cos(20) = 1 — 2sin%(6)
n - 1 —cos (20)
- f " 16sin2(6) do sin(6) = 2
0 . L ®

_ J‘Z 16 (1 - cos(20)> »
0 2

T

- f *8(1 — cos(26)) do
0

NE

=f 8 — 8cos(20) db
0

=[80 — 4sin(29)]%

(8x——4XS1n(2xE))—(8><0—4><sin(2><0))
4

=2r—-4x1)—(0—-4x0)

=2r—-4)—(0-0)
=2r—4

Felly c =2,d = —4.

You® /adolygumathemateg Tudalen 6
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Ymarfer 3

Defnyddiwch amnewidiad priodol i ddangos bod

1

= 2 \/§
Jz X d T
0

A" 12 8

X @mathemateg Tudalen 7
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Enghraifft 4

Defnyddiwch yr amnewid u = 3x — 2 i enrhifo

du
Osywu =3x—2yna E_B

du = 3dx

du
— =dx
3

Terfannau: Osywx =1 mae u=3Xx1-2
u=1

Felly

2 X d
fl (Bx —2)+ "

Osywu=3x—2yna u+2=3x

Osywx =2

2 x d
L (Bx —2)* x

u+2

=f4(%

)du
3

9

RNFRO| RO RO~ Ol O]l O]

Ymarfer 4

Defnyddiwch yr amnewid u = 2x — 3 i enrhifo

Youlfl® /adolygumathemateg

u?

4

1f -
1

_ 4-2

_(__2+

1f4u+2
=— du
1

3 ;
fz (2x — 3)3 X

mae

u=3x2-2

Yr Adran Fathemateg

Tudalen 8
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Dewis amnewidiad priodol

Yr Adran Fathemateg

Nid yw’r amnewid yn cael ei roi bob tro mewn cwestiwn arholiad. Dyma rai amnewidiadau addas.

Integryn Amnewid

f a? — x2dx x =asinf
1 p )

IW X x =asinf

fmdx x =atan@

Fel arall, ceisiwch ddewis amnewid ar gyfer u fel bod

e u 2’i ddeilliad yn ymddangos yn yr integryn

e u yn ymddangos mewn cromfach

e u yn ymddangos yn yr enwadur

e u yn ffwythiant sydd wedi’i godi i'r pwer uchaf

X @mathemateg

Tudalen 9



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

Integru Fesul Rhan

Yn y pecyn gynt ar ddifferu pellach, fe welsom reol y lluoswm, sef y dechneg ar gyfer differu mynegiad o’r ffurf

Yy = uv.

dy_ dv+ du
dx udx vdx

Gallwn integru’r uchod mewn perthynas as x i roi’r canlynol.

du
f—dx—fu—dx+fv—dx
dx
dx + du d
fud— X fv— X
uv—fu—dx+fv—dx

uv — v—dx = u—dx T

dx dx
Trwy gyfnewid ochrau, cawn y fformiwla ar gyfer integru fesul rhan:

dv du
dx dx

((@D) u—dx =uv— | v—dx (@m))
—

Defnyddiwn y dechneg hon i integru mynegiad sy’n lluoswm o ddau ddarn, u a %.

Fel rheol, dewiswch u fel y fiwythiant sy’n ymddangos uchaf yn y rhestr ‘LIATE’ ganlynol.

Ffwythiannau Logarithmig, e.e. In(3x)

Ffwythiannau Trigonometrig Gwrthdro (Inverse), e.e. tan™1(2x)

Ffwythiannau Algebraidd (polynomialau syml), e.e. 3x* — 5x + 8

Ffwythiannau Trigonometrig, e.e. sin(5x)

m=|>=r

Ffwythiannau Esbonyddol, e.e. e”*

Enghraifft 5

Darganfyddwch

f 5x cos x dx.

Ateb: Mae’r integryn yn lluoswm dau fynegiad, felly gallwn geisio defnyddio integru fesul rhan i’'w daclo.

Gadewch i u = 5x ? = CcosXx
du
= 5 v =sinx
Yna
dv J du p
u Ix X = Uuv v Ix X

focosxdx= 5x><sinx—fsinx><5dx
focosxdx= 5xsinx—f55inxdx
focosxdx= S5xsinx ——=5cosx + ¢
focosxdx= 5xsinx + 5cosx + ¢

fo cosx dx = 5(xsinx + cosx) + ¢

Youlfl® /adolygumathemateg
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Ymarfer 5
Darganfyddwch
f 7xe3* dx.
Enghraifft 6
Darganfyddwch
f x?e* dx.
Ateb: Gadewch i u = x? % =e¥
du _ _ X
o 2x v=e
Yna

f dvd B J‘ dud
u——dx =uw v—dx
fxzexdx=x2><ex—fexx2xdx

fxz eXdx = x%e* — j 2xe* dx

Nawr ar gyfer [ 2xe* dx rhaid integru fesul rhan eto.

Gadewch i u=2x v _ px
dx
L v=e*
dx
Yna
dvd B dud
udx X = uv vdx x

foexdx=2x><ex—fex><2dx

X @mathemateg Tudalen |11



Ysgol y Creuddyn

Felly

Ymarfer 6
Darganfyddwch

Yr Adran Fathemateg

foe" dx = 2xe* — f 2e* dx

foexdx = 2xe* —2e* +¢

Gallwn barhau i
adio’r cysonyn

integru (Pam?)
sz eXdx = xZex — (erx —2e* + C)

fxzexdx=x2ex—2xex+2ex+c o

fxzexdx=ex(x2—2x+2)+c

j e*sinx dx.

Youf[® /adolygumathemateg
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T

7. (a) Darganfyddwch .[x3lnxdx. (4]

(C4 Haf 2010)

2
(b) Defnyddiwch yr amnewid u = 2x — 3 i enrhifo J. x(2x—3)* du. [5]
1

X @mathemateg Tudalen 13
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(C4 Haf 2005)

7. (a) Defnyddiwch yr amnewid « = 2x — 1 i enrhifo

J‘l r(2x—1)"dx -

0
(b) (1) Darganfyddwch J.x cos2xdvy.
(i1) Detfnyddiwch y canlyniad yn (b)(1) 1 ddarganfod

J.XCOSZ x dy .

Yr Adran Fathemateg

[5]

[4]

[3]

X @mathemateg
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(C4 Haf 201 1)

7. (a) Darganfyddwch jxsiandx. [4]

(b) Defnyddiwch yr amnewid u = 5 — x?i enrhifo

2
X 4
jo i 4]

X @mathemateg Tudalen 17



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C4 Haf 2012)

7. (a) Darganfyddwch Jxe‘Qx dx. [4]

(b) Defnyddiwch yramnewid u =1+ 3Inx ienrhifo

) 1
L I+ 3
Rhowch eich ateb yn gywir i bedwar lle degol. [4]
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(C4 Haf 2016)

6. (a) Darganfyddwch j(2x+l)e‘3xdx ) [4]

(b) Defnyddiwch yr amnewid u =4 + Stanx i enrhifo

J‘4 4+ Stanx Stanx [4]

COS X
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C4 Haf 2014)

7. (a) Darganfyddwch J-x4ln2xdx. [4]

(b) Defnyddiwch yr amnewid u = 10cosx — 1 1 enrhifo

J.OS,/(IO(:osx “ 1) sinxdx. 4]
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(C4 Haf 2008)

6. (a) Darganfyddwch I( 3v+1) edy. [4]

(b) Defnyddiwch yr amnewid x = 3sin6 i ddangos bod

3 b
J. 9 _ x dvy =J‘kcos2 6do
15 a

lle mae gwerthoedd y cysonion ¢, b a ki’w darganfod.

3
Trwy hyn, enrhifwch VO -x*dy . [8]
15
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Ysgol y Creuddyn

(C4 Haf 2007)

7.

(a)
(b)

Darganfyddwch J.xz Inxdx .

Defnyddiwch yr amnewid x = 2sin@ 1 ddangos bod

X .2
dy = ksin~ 6d6 ,
0 \14—_)52 0

lle mae gwerthoedd a a k 1’w darganfod.

V2 2
Trwy hyn, neu fel arall, enrhifwch J X dx -

0

Yr Adran Fathemateg

[4]

[8]
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Ysgol y Creuddyn

(Uned 3 Haf 2022)

1

8

a) Defnyddiwch amnewid (substitution) addas i ddarganfod

1

.[ (xi 3)*

2

dx.

Yr Adran Fathemateg

[2]

[2]

Youf[® /adolygumathemateg
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Ysgol y Creuddyn

(Uned 3 Haf 2018)

1

4

Enrhifwch
a) j x*Inxdx .

iy

Yr Adran Fathemateg

[6]

(6]
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Y e, Y

(Uned 3 Haf 2019)

1| 4 | a) Darganfyddwch | (¢2* + 6sin3x)dx. [2]
b) Darganfyddwch | 7(x2 + sinx)®(2x + cosx)d.x. 1]
c¢) Darganfyddwch Lzlnxdx ) [4]

J x

ch) Defnyddiwch yr amnewid « = 2cosx + 1 i enrhifo

T

I G S gy [4]
0 (2cosx+1)
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Pl e

Datrys hafaliadau differol trefn un, sydd yn hafaliadau sy’n cynnwys
ffwythiant a’i ddeilliad.

Lefel A Uned I: Differu ac integru; logarithmau.
Lefel A Uned 3: Integru pellach.

Mathemateg Pellach: datrys hafaliadau differol trefn dau.
Cymwysiadau: Modelu cylchedau trydanol; grymoedd ar drawstiau.

T

Mae hafaliad differol yn cysylltu ffwythiant y a’i ddeilliad Z—i/. Trwy wahanu’r newidynnau ac integru, gallwn ffeindio

hafaliad sy’n cysylltu x ag y.
Enghraifft (C4 Haf 2005)

Gellir modelu maint P poblogaeth o facteria fel newidyn di-dor fel bod cyfradd cynnydd P ar amser t diwrnod mewn
cyfrannedd union & P.

(2) Ysgrifennwch hafaliad differol y mae P yn ei fodloni.
(b) O wybod mai maint cychwynnol y boblogaeth yw P,, dangoswch fod P = Pye*¢, lle mae k yn gysonyn positif.
(c) Dau ddiwrnod ar 6l cychwyn, maint y boblogaeth yw 1.2P,. Darganfyddwch pryd fydd maint y boblogaeth yn 2P,.

Ateb: (a) Os yw cyfradd cynnydd P ar amser t diwrnod mewn cyfrannedd union a P, yna

dpP o« P
dt
ar 1P
dt
(b) Yn gwahanu’r newidynnau yn yr hafaliad differol uchod,
dP = kP dt
1
—dP =k dt
P
Yn integru,
f ! dpP = f kdt
5dP =
In|P| =kt +c

Maint cychwynnol y boblogaeth yw P, felly mae P = P, panfo t = 0.

In|Py| = k(0) + ¢
ln|P0| =cC

Theori
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

Felly

In|P| = kt + In|P,]|
In|P| — In|P,| = kt

in| o] = ke
nP0 =
P

— = ekt
Py

P = Pye*t

(c) Osyw t = 2, mae P = 1.2P,. Felly
1.2By = Ryek?)

1.2 = ek

In(1.2) = 2k

1

=In(1.2) =k

ZIn(1.2)
Felly

1

p= Poefln(l'z)t

Osyw P = 2P,

2P, = Pne%ln(l.z)t

5 = e%ln(l.z)t

1
In(2) = Eln(l.Z) t
2In(2) .
In(1.2)
t = 7.60 diwrnod, i 2 le degol.

Sefydlu Hafaliad Differol
Ymarfer |

Cwblhewch y tabl canlynol.

Disgrifiad Perthynas Cyfrannol Hafaliad Differol

Mae cyfradd cynnydd P ar amser ¢ mewn cyfrannedd union dP ) dP )

N —x P — = kP

apP”. dt dt

Mae cyfradd cynnydd P ar amser t mewn cyfrannedd dPp 1 dP k

wrthdro 4 P2. 2 < pz dt _ p?

Mae cyfradd lleihad P ar amser £ mewn cyfrannedd union a dP ) dP )
2 — x —P — = —kP

L dt dt

Mae cyfradd lleihad P ar amser £ mewn cyfrannedd wrthdro dpP 1 dP k

3P T i~

Mae cyfradd cynnydd P ar amser ¢ mewn cyfrannedd union

aPp3.

Mae cyfradd lleihad P ar amser ¢ mewn cyfrannedd wrthdro

aPp.

Mae cyfradd cynnydd P ar amser t mewn cyfrannedd

wrthdro a P*.

Mae cyfradd lleihad P ar amser £ mewn cyfrannedd union a

VP.
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T

(C4 Haf 2006)

8. Mae dwr yn gollwng o dwll sydd yng ngwaelod tanc dwr mawr. Dyfnder y dwr ar amser + munud
yw x metr. Mae cyfradd lleihad x mewn cyfrannedd union ag /x .

(a) Ysgritennwch hafaliad differol y mae x yn ei fodloni. [1]
(b) O wybod mai dyfnder y dWwr yn y tanc pan fydd = 0 yw 9 metr, dangoswch fod
ki=6-2x
lle mae k£ yn gysonyn positif. (4]

(¢) O wybod mai dyfnder y dwr yn y tanc pan fydd r = 20 yw 4 metr, darganfyddwch yr amser
y mae’'n cymryd i’r tanc wagio'n llwyr (empty). [3]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C4 Haf 2007)

8. Gellir modelu pris eitem £P ar amser / mlynedd gan newidyn di-dor sydd fel bod cyfradd cynnydd
P mewn cyfrannedd union a P.

(a) Ysgrifennwch hafaliad differol y mae £ yn ei fodloni. [1]

(b) O wybod mai pris yr eitem pan fydd ¢ = 0 yw £50, dangoswch fod P = 50e”, 1le mae k yn
gysonyn positif. [5]

(c) Pris yr eitem ar 0l saith mlynedd yw £65. Darganfyddwch bris yr eitem ar 6l un deg chwe
blynedd. 4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C4 Haf 2009)

7. Mae’'n bosibl modelu gwerth cydran electronig fel newidyn di-dor. Gwerth y gydran ar amser
t mlynedd yw £P. Mae cyfradd lleihad P mewn cyfrannedd union i P>.

(a) Ysgrifennwch hafaliad differol y mae P yn ei fodloni. [1]
(b) Gwerthy gydran pan fydd 7 = 0 yw £20. Dangoswch fod
1 _ 1
lle mae A yn gysonyn positif. [5]

(c) O wybod mai gwerth y gydran pan fydd 7 = 1 yw £10, darganfyddwch yr amser pan fydd ei
gwerth yn £5. [4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C4 Haf 2010)

8. Mae gwerth car wedi’i ddynodi gan £V. Mae’n bosibl modelu V fel newidyn di-dor ac ar amser
t mlynedd, mae cyfradd llethad V mewn cyfrannedd union a V2,

(a)  Ysgrifennwch hafaliad differol y mae V yn ei fodloni. [1]

(b) O wybod bod V = 12000 pan fydd 7 = 0, dangoswch fod

_ 12000
Tar+1

lle mae a yn gysonyn. (4]

(c) Gwerth y car ar ddiwedd dwy flynedd yw £9000. Darganfyddwch werth y car ar ddiwedd
pedair blynedd. (4]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C4 Haf 2013)

8. Mae rhan o wyneb llyn bach wedi’i orchuddio gan algau gwyrdd. Arwynebedd y rhan o’r llyn
sydd wedi’i orchuddio gan yr algdu ar amser ¢ blwyddyn yw Am?. Mae cyfradd cynnydd 4
mewn cyfrannedd union ag /4 .

(a)  Ysgrifennwch hafaliad differol y mae 4 yn ei fodloni. [1]

(b)  Arwynebedd y rhan o’r llyn sydd wedi’i orchuddio gan yr algiu ar amser ¢ = 3 yw 64 m?
ar arwynebedd sydd wedii orchuddio ar amser 7 = 5-5 yw 196m?. Darganfyddwch

fynegiad ar gyfer 4 yn nhermau 7. [6]
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(C4 Haf 2015)

9. Mae gwerthwr llyfrau yn rhoi gwerth o £4 ar lyfr prin (rare) ar Awst 12" 2010. Mae’'n bosibl
modelu gwerth, £P, y llyfr t mlynedd ar 6l y dyddiad hwn fel newidyn di-dor. Gallwch dybio bod
cyfradd cynnydd P mewn cyfrannedd union 4 PZ.

(a) Ysgrifennwch hafaliad differol y mae P yn ei fodloni. [1]

(b) Dangoswch fod

lle mae k yn gysonyn. [4]

(c) Gwerthyllyfr ar Awst 1af 2013 yw £800 a’i werth ar Awst 12 2014 yw £900. Darganfyddwch
werth A. [3]

Yo /adolygumathemateg Tudalen 14



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

X @mathemateg Tudalen 15



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C4 Haf 2016)

7. Mae'n bosibl modelu gwerth £1 car penodol fel newidyn di-dor. Ar amser ¢ blynedd, mae cyfradd
lleihad ¥ mewn cyfrannedd union & V>,

(a) Ysgrifennwch hafaliad differol y mae I yn ei fodloni. 1]

(b) O wybod mai gwerth cychwynnol y car yw £A4, dangoswch fod

lle mae b yn gysonyn. [4]

(c) Pan mae =2, mae gwerth y car wedi gostwng | hanner ei werth cychwynnol.
Darganfyddwch werth ¢ pan fydd gwerth y car wedi gostwng i chwarter ei werth
cychwynnol. [4]
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(C4 Haf 2018)

8. Gwerth paentiad (painting) ar 1 lonawr 2000 oedd £900. Mae'n bosibl modelu gwerth, £7]
y paentiad r o flynyddoedd ar 6l y dyddiad hwn fel newidyn di-dor. Gallwch dybio bod

3
cyfradd cynnydd 7 mewn cyfrannedd union & V2.

(@) Ysgrifennwch hafaliad differol sy’n cael ei fodloni gan V. [1]

(b) Gwerth y paentiad ar 1 lonawr 2003 oedd £1600.
Darganfyddwch beth oedd ei werth ar 1 lonawr 2008. [8]
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(Uned 3 Haf 2018)

1 | 5 | Mae'r newidyn y yn bodloni'r hafaliad differol

dy _ s _
de—S 2y, lle mae x > 0.
O wybod bod y = 1 pan mae x = 0, darganfyddwch fynegiad ar gyfer y yn nhermau ..

[5]
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(Uned 3 Haf 2019)

11 3 Mae blodau gwyllt yn tyfu ar yr ymyl wair (grass verge) wrth ochr traffordd. Yr
arwynebedd sydd & blodau gwyllt drosto ar amser ¢ o flynyddoedd yw 4 m2. Mae cyfradd

cynnydd 4 mewn cyfrannedd union ag A.

a) Ysgrifennwch hafaliad differol y mae A4 yn ei fodloni. [1]

b) Aramser r = 0, yr arwynebedd sydd & blodau gwyllt drosto yw 0-2m2. Flwyddyn
yn ddiweddarach, mae’r arwynebedd wedi cynyddu i 1-48m2. Darganfyddwch
fynegiad ar gyfer 4 yn nhermau ¢ yn y ffurf pg’, lle mae p a ¢ yn rhifau cymarebol
I'w darganfod. [7]
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Y e, Y

(Uned 3 Haf 2023)

1] 2 Mae cyfradd newid newidyn y mewn perthynas ag x mewn cyfrannedd union ag y.

a) Ysgrifennwch hafaliad differol sy’n cael ei fodloni gan y. 1]

b) Panmae x=1acy =05, cyfradd newid y mewn perthynas ag x yw 2.
Darganfyddwch y pan mae x = 3. [6]
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px +q A 4 B
(ax + b)(cx + d) ax+b cx+d
px +q A 4 B
(ax + b)? ax+b (ax+ b)?
N px*+qx+r A + B + ¢
" (ax + b)(cx + d)(ex + f) ax+b cx+d ex+f
px?+qx+r A N B N C
(ax + b)*(cx + d) ax+b (ax+b)?> cx+d




Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

Gwahanu ffracsiwn algebraidd i roi swm ffracsiynau efo enwaduron llinol.
Defnyddio’r gwaith yma i integru ffracsiynau algebraidd.

Lefel A Uned I: Differu ac integru.
Lefel A Uned 3: Integru pellach.

Cymwysiadau: Lleihau’r swn cefndirol mewn clip sain; cywasgu ffeiliau
cyfrifiadurol; astudio sut mae cyffur yn dadfeilio yn y corff.

T

Symleiddio Mynegiadau Cymarebol

Cyn defnyddio’r technegau ar gyfer ffracsiynau algebraidd sy’n dilyn, mae’n bwysig gwirio i weld os
yw’n bosib symleiddio mynegiad algebraidd gan ddefnyddio technegau blaenorol.

Enghraifft | Enghraifft 2

15x+20 - x2+8x+15
—. Symleiddiwch ———.
(3x+4)(2x-3) x%+2x—-15

15x+20 5(3x+%) Ateb: x%+8x+15 _ _(x+5)(x+3)

Symleiddiwch

Ateb: s — G x3) X242x—15  _(e+5)(x—3)
—_> — X3
T (2x-3) T x-3
Enghraifft 3 Enghraifft 4
3_ 2 3_ 2
Symleiddiwch SxToSxTHaxt3 Symleiddiwch S oSxTHaNtS
2x+1 2x+1
Ateb: Trwy ddefnyddio ffram rannu, Ateb: Trwy ddefnyddio ffram rannu,
3x2 —4x +3 3x2—4x+3
2x+1)6x3—5x2+2x+3 2x+1)6x3—5x2+2x+5
6x3 + 3x2 6x3 + 3x2
—8x?+2x+3 —8x?+2x+5
—8x2% — 4x —8x2% — 4x
6x + 3 6x +5
6x+ 3 6x+ 3
2
3_ 2 3_ 2
Felly 222X 2343 _ 352 _ 4 4 3. Felly ZE=5X 42445 _ 352 _ 4o 43+ ——.
2x+1 2x+1 2x+1
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Ymarfer | Ymarfer 2
S 12x-8 S xX2+7x+12
Symleiddiwch TG Symleiddiwch ————.
Ymarfer 3 Ymarfer 4
3 2 3 2
Symleiddiwch 6x°+19x“+37x+18 Symleiddiwch 6x°+19x“+37x+15
3x+2 3x+2
Ymarfer 5 Ymarfer 6
., 2x%-3x-20 L 6x0411x5—4xt—4x3
Datryswch yr hafaliad ——— = 0. Datryswch yr hafaliad =0.

x—4 2x+1
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Ffracsiynau Rhannol

O gael ffracsiwn ble mae’r enwadur yn lluoswm ffactorau llinol, gallwn ddadelfennu’r ffracsiwn i
mewn i'w ffracsiynau rhannol.

Enghraifft 5

7x—10

Mynegwch y ffracsiwn sy

yn nhermau ffracsiyanu rhannol.

Ateb: Mae’n bosib ysgrifennu’r ffracsiwn yn y ffurf ﬁ + %, ble mae A a B yn rhifau mae angen eu darganfod.
7x—10 A N B
(x+2)(x—6) x+2 x-—6
Ax+2)(x—6) B(x+2)(x—6
e 1L AGHD=6) Bet2=6) o8
x+2 x—6 T
7x —10 = A(x — 6) + B(x + 2)

Mae dwy dechneg ar gyfer ceisio darganfod gwerthoedd A a B:

e Amnewid gwerthoedd i mewn i’r unfathiant, fel arfer gwerthoedd sy’n dileu rhai o’r termau;
e Cymharu cyfernodau, e.e. cyfernodau x.

Trwy amnewid x = 6 i mewn i’r unfathiant, bydd y term efo’r A yn diflannu, a gallwn gyfrifo gwerth B.

7(6) —10=A(6—6) + B(6 + 2)
42 —10 = A(0) + B(8)

32 =8B

B=4

Trwy amnewid x = —2 i mewn i’r unfathiant, bydd y term efo’r B yn diflannu, a gallwn gyfrifo gwerth A.

7(=2) —10=A(-2—-6)+B(—2+2)
—14—10 = A(—8) + B(0)

—24 = -84

A=3

3

2x 4
Felly (x+2)(x=6) _ x+2 Yoo
Ymarfer 7

13 .
e " nhermau ffracsiyanu rhannol.

. X
Mynegwch y ffracsiwn )0
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Os yw enwadur yn cynnwys ffactor wedi’i sgwario, rhaid ystyried y ffactor yn unigol ac wedi’i sgwario.
Enghraifft 6 (C4 Haf 2005)

2 -
% yn nhermau ffracsiyanu rhannol.
8x%+x-5
(b) Darganfyddwch fm dx.

(2) Mynegwch y ffracsiwn

B n C
(2x-1)2 * x+2’

Ateb: (a) Mae’n bosib ysgrifennu’r ffracsiwn yn y ffurf% + ble mae A, B ac C yn rhifau mae angen eu

darganfod.
Lluosi efo

8x2+x—5 A B C (2x — D?(x + 2)
= + + -

2x—1)2?x+2) 2x—-1 (x—-1)2 x+2 s 8

8 + 5_A(2x—1)2(x+2) BQx—12*(x+2) CQRx—-1)2%(x+2)

rrxTe= 2x— 1 (2x — 1)2 X+2

8x2+x—-5=AQx—1)(x+2)+B(x+2)+ C(2x — 1)?
Trwy amnewid x = —2 i mewn i’r unfathiant, bydd y termau efo’r A a’r B yn diflannu, a gallwn gyfrifo gwerth C.

8(—2)2+(-2)-5=42(-2)—1)(-2+2)+B(-2+2)+C(2(-2) — 1)
32—2-5=A(0) + B(0) + C(25)

25 = 25C

c=1

Trwy amnewid x = 0.5 i mewn i’r unfathiant, bydd y termau efo’r A a’r C yn diflannu, a gallwn gyfrifo gwerth B.

8(0.5)2 4+ 0.5—5 = A4(2(0.5) — 1)(0.5 + 2) + B(0.5 + 2) + €(2(0.5) — 1)?
2+0.5—5=A4(0) + B(2.5) + €(0)

—2.5=25B
B=-1 R
Trwy gymharu cyfernodau x2, gallwn gyfrifo gwerth A. 2x% +3x -2,
(Zx=1T)"=
8= 24+ 0B+ 4C -.. )
8=24+4()
4 =24
A=2 e
Fell 8x’+x-5 2 1 L .
ety (2x-1)2(x+2) 2x-1 (2x-1)2  x+2’ .
8x24x—5 2 1 1 Pa ddulliau eraill y
(b) f-(Zx—l)Z(x+2) dx = fo_l = o ax byddai’'n bosib eu
_ (.2 _ 1\-2 1 defnyddio i
B fo—l dx = [(2x = D7 dx + fx+2 dx ddarganfod gwerth
=ln|2x—1|+%(2x—1)_1+ln|x+2|+c A?
1
=In|2x —-1)(x+2)| + 2D +c
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T

2
1. Owybodbod f(x)= X +x+13

(C4 Haf 2011)

(x+2)%2(x=3)

(a) mynegwch f(x) yn nhermau ffracsiynau rhannol, [4]
(b) enrhifwch
7
[ s
gan roi eich ateb yn gywir i dri lle degol. [3]
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(C4 Haf 2018)

3x°—3x-8

1. O wybod bod = ,
y f(x) x(x_2)2

(@ mynegwch f (x) yn nhermau ffracsiynau rhannol, [4]

(b) enrhifwch

[ s,

gan roi eich ateb yn gywir i ddau le degol. [3]
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(C4 Haf 2007)

X+3

1. (a) Mynegwch — Go1) yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]
X (x—
xX+3
——— dx .
(b) Darganfyddwch J 2 (.r ~ 1) 2]
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(C4 Haf 2016)

1. Mae'r ffwythiant f'wedi’i ddiffinio gan
+4x — x2
()= 17+4x—x

(2x=1)(x=3)*
(@ Mynegwch f(x) yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]
(b) Defnyddiwch eich canlyniad i ran (a) i ddarganfod mynegiad ar gyfer f"(x). [2]
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Ysgol y Creuddyn
(C4 Haf 2010)

1. Mae’r ffwythiant fwedi’1 ddiffinio gan

Yr Adran Fathemateg

8 —x—x?
X)) =— .
S x(x—2)?
(a)  Mynegwch f(x) yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]
(b)  Defnyddiwch eich canlyniad i ran (a) i ddarganfod gwerth f'(1). [3]
You[[T® /adolygumathemateg Tudalen I4
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(C4 Haf 2013)

1. Mae'r ftwythiant f wedi't ddiffinio gan

_ 6+ x—-9x2
)=S0

(a) Mynegwch f(x) yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]
(b)  Gan ddefnyddio eich canlyniad i ran (a),

(i) darganfyddwch fynegiad ar gyfer f7(x),
(1) gwireddwch fod gan f(x) werth arhosol pan fydd x = 2. [3]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(C4 Haf 2014)

5x2+ Ix+17
(x+17 (x—4)

2. (a) Mynegwch yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]

2
(b) Defnyddiwch eich ateb iran (a) i fynegi 2X—2X*9 yn nhermau ffracsiynau
rhannol. (x+1)7(x—4) [2]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C4 Haf 2017)

8x*+7x-25

1. (@) Mynegwch 5 yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]
(x - 1) (x + 4)
2 _
(b) Defnyddiwch eich canlyniad yn rhan (a) i fynegi 22—2%X=2% 1 Lhermau
ffracsiynau rhannol. (x=1)"(x+4) [3]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(Uned 3 Haf 2022)

110 Datryswch yr hafaliad

6x° —17x* —5x +6x7 [5]
(3x+2)
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(Uned 3 Haf 2023)

2
0] 8 Mae’r ffwythiant / wedi'i ddiffinio gan f(x) - A +12x49 ,lle mae x > 1.

2x% +x-3
a) Dangoswch ei bod yn bosibl ysgrifennu f'(x)fel 2 + % . [3]
7
b) Drwy hyn darganfyddwch union werth I f(x)dx. [4]
3
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

T e, S

1. Mae'r fiwythiant f 'yn cael ei roi gan

(Uned 3 Haf 2024)

7(x)= (2x —sz)?iﬁ)z(x 12)

(@ Mynegwch f (x) yn nhermau ffracsiynau rhannol. [4]
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2
(b) Dangoswch fod L f(x)dx=-InP, lle mae P yn gyfanrif y mae ei gwerth i'w
ddarganfod. [5]

(c) Dangoswch fod arwydd f (x) yn newid yn y cyfwng (interval) x =2 i x =3 . Esboniwch
pam mae'r dull newid arwydd yn methu lleoli un o wreiddiau'r hafaliad f(x) =0ynyr
achos hwn. [2]
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7 T,

Gallwn ddefnyddio integru i ddarganfod yr arwynebedd wedyi’i ffinio gan y gromlin y = f(x), yr echelin—x, y llinell

x =aa'rllinell x = b.

b
fydx
a

Byddai’'n bosib amcangyfrif yr arwynebedd yma trwy ei hollti i mewn i betryalau o led gyson 6x.
Enghraifft 7
Mae’r diagram isod yn dangos y gromlin y = x2 + 4 rhwng x = —1 ac x = 5.

303&

=x2+4
25 F F

20

15-F

10 B /
B — X
-1 % 1 2 3 4 5
-5

Gallwn amcangyfrif gwerth f04x2 + 4 dx trwy ddefnyddio’r uchod, i gyd o led | uned.
Uchder bob petryal yw gwerth y ffwythiant ar ochr chwith y petryal.

4
fx2+4dxz(1><4)+(1><5)+(1><8)+(1><13)
04-
fx2+4dxz30
0

Gwelwn o’r diagram bod yr amcangyfrif yn tanamcangyfrif, gan fod y gromlin goch yn gorwedd uwchben y petryalau.
Go wir, mae

4 %3 4
fx2+4dx= — + 4x

0 3 0

4 43 03
fx2+4dx= —+4x4 —[—+4><0
0 3 3

42 112
fx +4dx =—

0 3

Felly, mae ein hamcangyfrif% —-30= % uned sgwar yn rhy fach. Byddai’n bosib gwella’r amcangyfrif trwy
ddefnyddio mwy o betryalau, o led llai.

Yn gyffredinol, os oes gennym n petryal, i gyd o led 8x, yna'r amcangyfrif o’r arwynebedd A yw

A= y,6x +y,0x + -+ y,0x
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Gallwn ysgrifennu’r swm uchod gan ddefnyddio nodiant sigma:

n
A= Z y;6x
i=1

Wrth i ni gynyddu’r nifer o betryalau n, byddai lled §x y petryalau’n lleihau a byddai’r swm yn rhoi gwell amcangyfrif
ar gyfer yr arwynebedd. Trwy gymryd y derfan, mae

n

b
lim y;6x =f ydx
a

n—-oo
i=1

Gan fod y gwerthoedd y; yn dod o’r ffwythiant y = f(x), gallwn ysgrifennu

b b
lim E f(x)6x=f ydx
6x—0 a

xX=a

Ymarfer 8
Mae’r diagram isod yn dangos y gromlin y = —x? + 20 rhwng x = —1 ac x = 5.
y
25
EEEE e
15 - \
10— -
5 -
-1 % 1 2 3
-5
Darganfyddwch amcangyfrif ar gyfer f: —x2 + 20 dx trwy ddefnyddio’r pedwar yn y diagram.

A yw eich amcangyfrif yn tanamcangyfrif neu’n goramcangyfrif?
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Pl e

Profi fod rhywbeth yn wir trwy ddangos bod y gwrthwyneb ddim yn gallu
bod yn wir.

TGAU: Datrys hafaliadau ac anhafaleddau.
Lefel A Uned I: Prawf.

Cymwysiadau: Dangos bod nifer anfeidrol o rifau cysefin; dangos nad
yw’n bosib ysgrifennu syrdiau megis v/2 fel ffracsiwn %.

T

Prawf trwy wrthddywediad

Gallwn brofi fod rhywbeth yn wir trwy ddangos bod y gwrthwyneb byth yn gallu bod yn wir. Theori
Enghraifft | (C4 Haf 2005)

Cwblhewch y prawf trwy wrthddywediad canlynol i ddangos bod x + % = 10 lle mae x yn real a phositif.

Tybiwch fod x + 2;5 < 10, lle mae x yn real a phositif.

Oherwydd bod x yn bositif, mae lluosi dwy ochr yr anhafaledd ag x yn rhoi x? + 25 < 10x.
Ateb: Trwy dynnu 10x o bob ochr, cawn x? — 10x + 25 < 0.

Trwy ffactorio, mae (x=5x-5<0.
(x —5)?<0.

Mae sgwario unrhyw rif real yn rhoi rhif sy’n fwy na neu’n hafal i 0, felly does dim gwerth real a phositif ar gyfer x fel bod
(x — 5)? yn llai na sero. Mae hwn yn wrthddywediad i’r dybiaeth bod x yn real, felly rhaid bod x + zx_s > 10 os yw x yn real
a phositif.

Enghraifft 2 (C4 Haf 2006)

Cwblhewch y prawf trwy wrthddywediad canlynol i ddangos bod v/2 yn anghymarebol.

Tybiwch fod V2 yn gymarebol. Yna gellir ysgrifennu \/2 yn y ffurf %, lle mae a, b yn gyfanrifau positif sydd heb ffactor
o¥ffredin.

s a? = 2b2

= mae 2 yn ffactor o a®.

~ mae 2 yn ffactor o a, ac felly mae a = 2k, lle mae k yn gyfanrif.

Ateb:  Yn amnewid a = 2k i mewn i a® = 2b?, cawn

(2k)? = 2b2.
4k? = 2ph>.
2k? = b2,

You® /adolygumathemateg Tudalen 2



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
- mae 2 yn ffactor o b>.
-~ mae 2 yn ffactor o b.

Ond os yw 2 yn ffactor o a ac o b, yna mae hyn yn gwrthddweud y dybiaeth gynt bod a, b yn gyfanrifau positif heb ffactor
¢¥ffredin. (Rydym wedi darganfod ffactor cyffredin, sef 2.)

Felly, nid yw v/2 yn gymarebol.
Enghraifft 3
Defnyddiwch brawf trwy wrthddywediad i ddangos bod nifer anfeidrol o rifau cysefin.

Ateb:  Cymerwch i’r gwrthwyneb bod nifer meidrol n o rifau cysefin yn bodoli.
Gallwn restru’r rhifau cysefin hyn: 2,3,5,7, ..., pp.

Gadewch i x fod yn lluoswm yr holl rifau cysefin hyn, ac yna adio un.
x=2X3X5X7x--Xp,)+1

Nid yw 2 yn ffactor o x gan fod gweddill o 1 wrth rannu x efo 2.
Gallwn ddefnyddio’r un ddadl i ddangos bod yr holl rifau cysefin hyd at p,, ddim chwaith yn ffactorau o x.

Felly, rhaid bod x yn rhif cysefin sy’n fwy na p,,.

Mae hyn yn gwrthddweud y dybiaeth gynt mai’r rhif cysefin mwyaf yw p,,.
Felly rhaid bod nifer anfeidrol o rifau cysefin.

Enghraifft 4 (C4 Haf 2014)

Cwblhewch y prawf trwy wrthddywediad canlynol i ddangos bod

sinf + cos <2

ar gyfer bob gwerth o 6.

Tybiwch fod gwerth ar gyfer 6 fel bod sin 6 + cos 6 > /2.
Yna, mae sgwario’r ddwy ochr yn rhoi:

Ateb:  (sinf + cos6)? > 2
(sin® + cos 8)(sin0 + cosB) > 2
sin? @ + sin @ cos @ + cos O sin O + cos? f > 2
sin? @ + 2sinf cos 6 + cos? 0 > 2
sin? @ + cos? @ + 2sinf cos O > 2

1+ 2sinfcos@ > 2 (yn defnyddio sin? @ + cos? 0 = 1)
2sinfcosf > 1
sin260 > 1 (yn defnyddio 2 sin 8 cos 8 = sin 26)

Mae graff sin 8 yn amrywio rhwng —1 ac 1, felly mi fydd graff sin 26 hefyd yn amrywio rhwng —1 ac 1.
y
1.5 :
y =sinf

1

NN,

[1 1 1 C 1 1 >l X

_45}!6(}2701}&49?4 90 18§ 270460450
-1.5

Felly mae’n amhosib ffeindio gwerth ar gyfer 6 fel bod sin 20 > 1.

Mae hwn yn wrthddywediad i'r dybiaeth gynt bod sin 8 + cos 6 > /2.
Felly, rhaid bod sin @ + cos @ < V2 ar gyfer bob gwerth o 6.
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T

10. Defnyddiwch brawf trwy wrthddywediad 1 brofi'r gosodiad canlynol.

(C4 Haf 2008)

Pan fydd x yn real a phositif, mae

Rhoddir llinell gyntaf y prawf isod.

Tybiwch fod gwerth real a phositif o x yn bodoli fel bod

You® /adolygumathemateg Tudalen 4



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C4 Haf 2010)
10. Defnyddiwch brawf trwy wrthddywediad i brofi’r gosodiad canlynol.
Os yw a, b yn rhifau real positif, ynamaca + b = 2+Jab.
Mae llinell gyntaf y prawf wedi’1 rhoi isod.

Tybiwch fod rhifau real positif a, b yn bodoli fel bod a + b < 2+ ab. [3]

X @mathemateg Tudalen 5



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C4 Haf 2013)
10. Defnyddiwch brawf trwy wrthddywediad i brofi'r gosodiad canlynol.
Pan fydd x yn real, mae,
Gx=37+1>= @Bx-17~
Mae llinell gyntaf'y prawt wedi’i rhot 1sod.
Tybiwch fod gwerth real o x fel bod

(5x=3)2+ 1< (3x—1)° 3]

You® /adolygumathemateg Tudalen 6



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(Uned 3 Haf 2024)

5. Profwch drwy wrthddywediad y gosodiad canlynol:

Pan mae x yn real ac yn bositif, x+% >18. [4]

X @mathemateg Tudalen 7
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(C4 Haf 2009)
10. Cwblhewch y prawf trwy wrthddywediad canlynol i ddangos bod /3 yn anghymarebol.

Lybiwch fod J3 yn gymarebol. Yna gallwn ysgrifennu J3 yn y ffurf % lle mae a, b yn gyfanrifau
svdd heb ffactorau cyffredin.

. a=3b%
. mae 3 yn ffactor o a”.
. mae 3 yn ffactor o a, ac felly mae a = 3k, lle mae £ yn gyfanrif. [4]
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(Uned 3 Haf 2019)

1

5

Defnyddiwch brawf drwy wrthddywediad i ddangos bod +/6 yn anghymarebol.

Yr Adran Fathemateg

[°]

X @mathemateg
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(Uned 3 Haf 2018)

1

1

Ar gyfer pob rhif real x felbod 0 < x < g , profwch drwy wrthddywediad fod

sinx + cosx = 1.

Yr Adran Fathemateg

[4]

Youf[® /adolygumathemateg
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(C4 Haf 2007)

10. Cwblhewch y prawf trwy wrthddywediad canlynol i ddangos, os yw n yn gyfanrif positif a
3n + 2n° yn odrif, yna mae n yn odrif.

Mae’n hysbys bod 3n + 2n° yn odrif
Tybiwch fod n yn eilrif ac felly mae n = 2k. [2]
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(C4 Haf 2015)
10. Defnyddiwch brawf trwy wrthddywediad i brofi'r gosodiad canlynol.

Os yw a a b yn odrifau fel bod 4 yn ffactor o a - b,
yna nid yw 4 yn ffactor o a + b.

Mae llinellau cyntaf y prawf wedi'u rhoi isod.

Tybiwch fod 4 yn ffactor o a + b.
Yna, mae cyfanrif ¢ yn bodoli fel bod a + b = 4c. [3]

You® /adolygumathemateg Tudalen 12



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

(Uned 3 Haf 2022)

117 a) Profwch fod

cos(or— B)+sin(oc+ B) = (cosor+siner)(cos B +sin 3). (2]

cos 360 +sin 56

cosd0+sindo fel cos@+siné.

b) i) Trwy hyn dangoswch ei bod yn bosibl mynegi

cos 36 +sin 5@

; 3z
cos40+sind0 7 cos@+sin6 pan mae 6=-=. [3]

16

ii) Esboniwch pam mae

X @mathemateg Tudalen 13



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg

You® /adolygumathemateg Tudalen 14



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
7 ot~

10. Cwblhewch y prawf trwy wrthddywediad canlynol i ddangos bod V7 yn anghymarebol

(C4 Haf 2017)

(irrational).
Tybiwch fod J7 yn gymarebol. Yna mae’n bosibl ysgrifennu 7 ar y ffurf % ,
lle mae a, b yn gyfanrifau sydd heb ffactorau cyffredin.
- Mae a° = 7b°.
. Mae gan &’ ffactor 7.
. Mae gan a ffactor 7 fel bod a = 7k, lle mae k yn gyfanrif. [3]
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(C4 Haf 2019)
10. Profwch drwy wrthddywediad y gosodiad canlynol.

Pan mae x ynreal ac x # (),

1
4x+;‘24

Mae dwy linell gyntaf y prawf wedi'u rhoi isod.

Tybiwch (Assume) fod gwerth real o x fel bod

4x+i‘<4.
X

Ynha gan sgwario’r ddwy ochr, mae gennym:

Yr Adran Fathemateg

Youf[® /adolygumathemateg
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
Pl e

Cyfuno’r trawsffurfiadau graffiau o Uned 1.

Gwaith TGAU: Plotio graffiau, trawsffurfiadau graffiau.
Lefel A Uned I: Trawsffurfiadau graffiau.

Cymwysiadau: Trawsnewid unedau (e.e. tymheredd mewn Celsius,
Fahrenheit a Kelvin); mudiant harmonig syml.

Mae’r theori canlynol yn dod o’r nodiadau TGAU, neu o’r nodiadau Uned |.
Bydd y cwestiynau yn y pecyn hwn yn cyfuno’r darnau sy’n dilyn.

Trawsffurfiadau Graffiau

Gallwn drawsffurfio graff y ffwythiant y = f(x) gan ddefnyddio’r technegau canlynol.

y=fx+a y=fx+a
y
o\
4}
o |
—2
yveEflx+2) x —3)
L 1 1 1 C > X
5 4 3 -2 -1 1 ¢ 1 2 3 4 5
s _2 o
3}
s _4 -
| _5 L
Mae’r trawsffurfiad y = f(x) + a yn symud y graff Mae’r trawsffurfiad y = f(x + a) yn symud y graff
a uned i fyny (os yw a yn bositif) neu a uned i lawr a uned i'r chwith (os yw a yn bositif) neu a uned i'r
(os yw a yn negatif). dde (os yw a yn negatif).
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y = af(x)

Mae’r trawsffurfiad y = af (x) yn ymestyn y graff yng
nghyfeiriad yr echelin—y (os yw a > 1) neu yn cywasgu
y graff yng nghyfeiriad yr echelin—y (os yw 0 < a < 1).

y = f(ax)

y = f(2x)

Yr Adran Fathemateg

Mae’r trawsffurfiad y = f(ax) yn cywasgu y graff yng
nghyfeiriad yr echelin—x (os yw a > 1) neu yn ymestyn
y graff yng nghyfeiriad yr echelin—x (os yw 0 < a < 1).

Fel canllaw cyffredinol, mae angen dilyn beth sy’n digwydd y tu allan i gromfach, a dadwneud unrhyw beth sy’n
digwydd y tu mewn i gromfach. Felly, er enghraifft, rydym yn dilyn y = f(x) + 3 ac yn symud y graff 3 uned i fyny;
ond rydym yn dadwneud y = f(x + 3) gan symud y graff 3 uned i’r chwith.

Achosion arbennig

y=—f)
y
>R
y|=f(0)
1 F
Adlewyrchu
L L L L L0 L L L L ~5 X
5 4 3

Mae’r trawsffurfiad y = —f(x) yn adlewyrchu graff
y = f(x) yn yr echelin—x.

X @mathemateg

y=f(=x)

Mae’r trawsffurfiad y = f(—x) yn adlewyrchu graff

y = f(x) yn yr echelin—y.
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Cyfuno’r Trawsffurfiadau

Ystyriwch y graff ar gyfer y = f(x) sy’n cael ei ddangos ar y

dde.

| blotio y = f(2x) + 1, rhaid cyfuno dau drawsffurfiad.

e Yn gyntaf, rhaid ffurfio y = f(2x), sy’n cywasgu yng
nghyfeiriad yr echelin—x. O dan y trawsffurfiad yma,
mae’r pwyntiau (—2,0), (1,—4) a (4,0) yn symud i'r
pwyntiau (—1, 0), (%, —4)a (2,0).

e Yna, rhaid ffurfio y = f(2x) + 1, sy’n symud y graff un
uned i fyny. Mae’r pwyntiau (—1, 0), (%, —4)a (2,0) yn

symud i’'r pwyntiau (—1, 1), (%, -3)a(2,1).

Ymarfer |

Llenwch y tabl canlynol, sy’n ystyried sut i gyfuno dau drawsffurfiad graffiau.

y
\

Ym mhob achos, dangoswch beth sy’n dangos i’'r pwynt (8, 12) o dan y trawsffurfiadau.

Yr Adran Fathemateg

y=f(2x)+1

Trawsffurfiad

Cam cyntaf

Effaith ar
(8,12)

Ail gam

Effaith ar
(8,12)

y=3f(x-2)

y=fx=-2)
Symud 2 uned i’r dde

(10,12)

y=3f(x—=2)

Ymestyn ar hyd yr echelin—y

(10, 36)

y=f(x+1)—4

y=f(2x)+3

y = 5f(4x)

y = 2f(=x)

y=3—-f(x)

Youlfl® /adolygumathemateg
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T

(Uned 3 Haf 2019)

Mae'r diagram isod yn dangos braslun o graff yy = f(x). Mae'r graff yn croesi'r echelin-y
yny pwynt (0, =2), a’r echelin-x yn y pwynt (8, 0).

y
A

O/(B, 9 o

0,-2)
a) Brasluniwch graff y = —4f(x + 3). Dangoswch gyfesurynnau'r pwynt lle mae'r graff
yn croesit echelin-x a chyfesuryn-y y pwynt lle mae x = 3. [3]

b) Brasluniwch graff y = 3 + f(2x). Dangoswch gyfesuryn-y y pwynt lle mae x = 4.
[2]
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(C3 Gaeaf 2007)

8. Mae'r diagram isod yn dangos braslun o graff y = f(x). Mae'r graff yn mynd trwy'r tarddbwynt a’r
pwynt (-2, 0), ac mae ganddo bwynt minimwm yn (-1, -2).

(=2,0)

(-1,-2)

(a) Brasluniwch graff y = 2f(x — 3). Nodwch gyfesurynnau’r pwynt arhosol a’r pwyntiau lle
mae’r graff yn croesi’r echelin-x. [3]

(b)  Ar ddiagram gwahanol, brasluniwch graff y = —f(x) + 1. Nodwch gyfesurynnau’r pwynt
arhosol a chyfesurynnau’r pwynt lle mae’r graff yn croesi’r echelin-y. [3]

Yo /adolygumathemateg Tudalen 6
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(C3 Gaeaf 2008)

8. Mae’r diagram yn dangos graff y = f(x). Pwynt uchaf y graff yw (4, 2) ac mae’r graff yn
croestorri’t echelin-x yn y pwyntiau (0, 0) ac (8, 0).

“4,2)

(8,0)

=V

(a) Brasluniwch graff y = 2f/(x + 3), gan nodi cyfesurynnau’r pwynt uchaf a’r pwyntiau lle
mae’t graff yn croestorri’t echelin-x. [3]

(b) Ar ddiagram gwahanol, brasluniwch graff y = f(2x) + 1, gan nodi cyfesurynnau’r pwynt
uchaf a’r pwynt lle mae’r graff yn croestorri’t echelin-y. [3]
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(C3 Haf 2013)

9. Mae’r diagram yn dangos braslun o graff y = f(x). Maer graff yn mynd trwy’r pwyntiau
(-1, 0)a(7,0)ac mae ganddo bwynt minimwm (isafbwynt) yn (3, —6).

Y

A

-10) 0 (7,0)

Brasluniwch graff y = —%f(x +4), gan nodi cyfesurynnau’r pwynt arhosol a chyfesurynnau

croestorfannau’r graff a’r echelin-x. [3]
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(C3 Gaeaf 2010)
8. O wybod bod f(x) = ¢”, brasluniwch, ar yr un diagram, graffiau y = f(x) ac v = 2f(x) — 3. Labelwch

gyfesurynnau croestorfan pob un o’r graffiau a’r echelin-y. Nodwch beth yw ffurf pob un o’r
graffiau ar gyfer gwerthoedd x sy’n fawr a phositif a mawr a negatif. [5]
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(C3 Gaeaf 2009)
8. O wybod bod f(x) = Inx, brasluniwch, ar yrun diagram, graffiau y = f(x) ac y = -f(x + 1).

Labelwch 0yfesu1ynnau r croestorfannau a’r echelin-x a danooswch beth yw ffurf y graffiau
ar gyfer gwerthoedd y sy 'n fawr a phositif a mawr a negatif. [5]
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(C3 Haf 2012)

8. Mae’r diagram yn dangos braslun o graft y = f(x). Mae’r graff yn mynd trwy’r tarddbwynt ac
mae ganddo bwynt minimwm (isafbwynt) yn (-1, -2).

y

3

(-1,-2)

Brasluniwch graff y = —4/(2x), gan nodi cyfesurynnau’r pwynt arhosol. [3]
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(C3 Haf 2009)
8.

(=1,0)

(2,3)

Yr Adran Fathemateg

(4.0

Mae'r diagram yn dangos braslun o graff y = f(x). Pwynt uchaf y graftf yw (2, 3) ac mae’r graff yn
croestorri’t echelin-x yn y pwyntiau (-1, 0) a (4, 0). Brasluniwch graff y = 3f(x — 2), gan nodi

cyfesurynnau tri phwynt ar y graff.

Youlfl® /adolygumathemateg

[3]
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(C3 Haf 2008)

6. (a) Mae'r diagram yn dangos graff y = f(x). Mae gan y graff bwynt arhosol yn (0, —4) ac mae’n
croestorri’T echelin—x yn y pwyntiau (-2, 0) a (2, 0).

(2, 0) (2.0)

0, -4

Brasluniwch graff y = 3f(x — 1), gan nodi cyfesurynnau’r pwynt arhosol a’t pwyntiau lle
mae’r graff yn croesi’r echelin—r. [3]
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(Uned 3 Haf 2018)

0 | 3 | Maer diagram isod yn dangos braslun o graff y = f(x). Maer graff yn mynd trwy'r
pwyntiau (-2, 0), (0, 8), (4, 0) ac mae ganddo uchafbwynt (pwynt macsimwm) yn (1, 9).

©, 8) (1,9)
- '\‘
(-2, D)/ O 4, 0)
a) Brasluniwch graff y = 2f(x + 3). Dangoswch gyfesurynnau'r pwynt arhosol ar
pwyntiau lle mae’r graff yn croesi'r echelin-x. [3]
b) Brasluniwch graff y = 5—f(x). Dangoswch gyfesurynnau’r pwynt arhosol a pwynt
lle mae' graff yn croesir echelin-y. [3]
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7 ot~

8. Mae’r diagram yn dangos braslun o graff y = f(x). Mae graff yn mynd trwyr pwyntiau
(=2,0)a (4, 0) ac mae ganddo bwynt macsimwm (uchafbwynt) yn (1, 3).

(C3 Gaeaf 201 1)

37
(1,3)
(-2,0) 2 @0\
Brasluniwch graff y = —3f(x + 2), gan nodi cyfesurynnaur pwynt arhosol a chyfesurynnau
croestorfannau’r graff ar echelin-x. [3]
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(C3 Haf 2010)
7. (a) Datryswch yr anhafaledd |3x + 1 | <5. [3]
(b)  Mae’r fiwythiant f wedi’i ddiffinio gan f(x) = | x|.
(1) Brasluniwch graff y = f(x).
(i1)  Ar wahanol set o echelinau, brasluniwch graff y = f(x — 3) + 2. Ar cich braslun,

nodwch gyfesurynnau’r pwynt ar y graff lle mae gwerth y cyfesuryn-y leiaf a
chyfesurynnau’r pwynt lle mae’r graff yn croesi’r echelin-y. (4]
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Ysgol y Creuddyn

Yr Adran Fathemateg

ST

Cyflwyno'r ffwythiant modwlws, sy’n diystyru arwydd rhif.

Gwaith TGAU: Plotio graffiau, trawsffurfiadau graffiau, datrys
anhafaleddau.

Cymwysiadau: Darganfod yr ongl rhwng 2 fector; dadansoddi’r
canlyniadau i brofion ystadegol.

P e

Mae’r ffwythiant modwlws y = |x| yn rhoi maint rhif, yn
annibynnol o’i arwydd (positif neu negatif).

Er enghraifft, os yw x = 3, mae |3| = 3; ac os yw x = —3, mae

[-3] = 3.

Mae’r graff ar gyfer y = |x| yn sidp V', fel sy’n cael ei ddangos ar
y dde. Nid yw’r graddiant wedi’i ddiffinio os yw x = 0.

Datrys Hafaliadau

Gallwn ddatrys hafaliadau sy’n cynnwys y ffwythiant modwlws.

Enghraifft |

Datryswch yr anhafaledd |3x + 4| > 5.

Ateb: | ddarlunio’r ateb, gallwn blotio’r graff ar gyfer

Mae dau ran i’r ateb:

3x+4>5 a
3x>1

1
x>
3

y = |3x + 4|, fel sy’n cael ei ddangos ar y dde. I —
Theori
3x+4<-5
3x< -9
9
x<—=
3
x<-3

Hwn yw'’r darn o’r
graff uwchben y llinell

. 1
I%y=5udx=;

Ateb terfynol: x > % neu x < —3.

You[[TB /adolygumathemateg

Hwn yw’r darn o’r
graff uwchben y llinell

lasy =5 cynx = -3.
Er mwyn ei ddarganfod rydym

yn ffeindio ble fyddai’'r graff
y = 3x + 4 yn llai na =5.

Tudalen 2
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Ymarfer |

Datryswch yr anhafaledd |4x + 1| > 13.

Enghraifft 2
Datryswch yr hafaliad 3|x| + 4 = 6 — 2|x|.
Ateb: 3|x|+4 =6 —2]|x|

S5|x|+4=6 adio 2|x| i bob ochr
S5|x| =2 tynnu 4 o bob ochr
|x| = 0.4 rhannu efo 5

Naill ai x = 0.4 neu x = —0.4
Ymarfer 2
Datryswch yr hafaliad 5|x + 1| + 2 = 17 + 2|x + 1|.

Enghraifft 3
Datryswch yr hafaliad |2x + 3| = |3x — 2|.

Ateb:  Gallwn weld y ddau ateb yn y graffiau ar y dde.
I'w darganfod, rhaid sgwario’r hafaliad i gael gwared a’r
symbol modwlws.

(2x +3)2 = (Bx —2)?
2x+3)2x+3)=(Bx—-2)(3x—2)
4x% 4+ 6x+6x+9 =9x>—6x — 6 + 4
4x2 4+ 12x+9=9x%> —12x + 4
0=5x%>—24x—-5

5x—=5=-25

0=5x>—-25x+x—5
0=5x(x—-5)+1(x—5)
0=((x-50Gx+1)

Naillaix —5=0neu5x+1=20

1
x=5 X=-—=
5

3 @mathemateg Tudalen 3
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T

7. Datryswch y canlynol.

(C3 Gaeaf 2010)

(@) 2|x+1]|-3=7 (2]

(b) |5x-8|=3 (3]

YoullfH /adolygumathemateg Tudalen 4
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(Uned 3 Haf 2018)

0 | 1 | Datryswch yr hafaliad

2+ 1] = 3x =2|. [4]
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(C3 Gaeaf 2009)

6. Datryswch y canlynol.

fa) 2|x|+9 .
[x|+1 [2]

(b) | Sv+7 I <4 [3]
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(C3 Gaeaf 2012)

7. Datryswch y canlynol.

Yr Adran Fathemateg

(a) |4x-5|23, 3]
1
(b) (3|x]+1)3 =4. 2]
3 @mathemateg Tudalen 7
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(C3 Gaeaf 2006)
6. (a) Datryswch yranhafaledd | 3x-81 < 5. [3]

(b) O wybod bod f(x) = | x |, brasluniwch graff v = f (x). Ar yr un diagram, brasluniwch graff
v=f(x+2)+ |. gan ddangos ei safle. [4]
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(Uned 3 Haf 2019)

0 | 5| a) Darganfyddwch ar gyfer pa amrediad o werthoedd x mae |l —3x| > 7. [3]

b) Brasluniwch graff v = |l — 3x| - 7. Labelwch yn glir y pwynt minimwm (isafbwynt) a'r
pwyntiau lle mae'r graff yn croesi'r echelin-x. 4]
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(C3 Haf 2015)

8. (a) Darganfyddwch holl werthoedd x sy'n bodloni'r anhafaledd |3x-5| < 1. [3]

(b) Defnyddiwch eich ateb i ran (a) i ddarganfod holl werthoedd y sy'n bodloni'r anhafaledd
|‘1 = 5| <1 2]
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(Uned 3 Haf 2023)

0| 7| a) Maegraffiau y =5x—3 ac y=2x+3 yn croestorri yn y pwynt A. Dangoswch mai
cyfesurynnau A yw (2, 7). [2]

b) Aryrun set o echelinau, brasluniwch graffiau y = |5.\-—3| ac y= |2x+3 |
gan ddynodi'n glir gyfesurynnau pwyntiau croestoriad y ddau graff a'r pwyntiau lle
mae'r graffiau'n cyffwrdd yr echelin-x. [4]

c) Cyfrifwch arwynebedd y rhanbarth sy’'n bodloni'r anhafaleddau

¥ @mathemateg Tudalen 11
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(C3 Gaeaf 2013)
7. (a) Datryswchyranhafaledd|3x-4|> 5. [3]

(b) (1) Brasluniwch graff y =|x|.

(i) Mae'r diagram isod yn dangos braslun o graff y =a | x + b |, lle mae « a b yn
gysonion. Mae'r graff yn cyfarfod a’r echelin-x yny pwynt (4, 0) ac a'r echelin-y yn

y pwynt (0, =8).
b 4
L
4. 0) .
0 X
(0,-8)
Darganfyddwch werth @ a gwerth b. [3]
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(C3 Haf 2013)

7. (a) Trwy ddefnyddio gwrthenghraifft. dangoswch fod y gosodiad
Osywla+1|=|b+ 1|, ynamaca=4h
yn anghywir. (2]
(b)  Datryswch yr anhafaledd
|x*=10]| < 6. [4]
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e

6. (b) Datryswch3|x|+1=2-|x]|. (2]

(C3 Haf 2008)

(c) Datrysweh [2v=9|> 3. [4]
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(C3 Gaeaf 2007)
10. Diffinnir y ffwythiannau fa g ar gyfer pob gwerth o x gan
f)=x+5,
gx)=|2v+1|+2.

Datryswch yr anhafaledd fg(x) > 10. [5]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
ST
_ Sut i gyfuno dau ffwythiant gwahanol mewn ffwythiant cyfansawdd.

Gwaith TGAU: Amnewid; datrys hafaliadau; datrys anhafaleddau;
newid testun.

Cymwysiadau: Unrhyw sefyllfa ble mae angen gwneud cyfres o
gyfrifiadau, ac mae canlyniad un cyfrifiad yn dylanwadu’n uniongyrchol ar
fewnbwn y cyfrifiad nesaf.

T

Mae ffwythiant f yn mapio elfennau o’r set X (y parth) i
elfennau o’r set Y (yr amrediad). Mae’'r mewnbwn x € X yn
mapio i un (a dim ond un) allbwn y € Y.

Ar gyfer f(x) = x2 -7,
y parth yw (—o0, o) a’r amrediad yw [—7, o).

1
Ar gyfer f(x) = =
y parth yw (3, o) a’r amrediad yw (0, ).

Nodiant

€ ‘yn elfen o’
[2,5) Yr holl rifau rhwng 2 a 5,
yn cynnwys 2 ond ddim yn cynnwys 5.

Mewn ffwythiant un-i-un, mae pob elfen o’r amrediad yn
cyfateb i union un elfen o’r parth.

Enghraifft |
f(x) =2x—3.

Mewn ffwythiant llawer-i-un, mae pob elfen o’r amrediad yn
gallu cyfateb i fwy nag un elfen o’r parth.

Enghraifft 2
fx) = x2.
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Ffwythiannau Cyfansawdd
Mae ffwythiant cyfansawdd yn cyfuno dau neu fwy o ffwythiannau.

O gael ffwythiannau f(x) a g(x), mae’r ffwythiant cyfansawdd fg(x) yn golygu ‘gweithredu f ar ganlyniadau g(x)’.
Mae’r ffwythiant cyfansawdd gf (x) yn golygu ‘gweithredu g ar ganlyniadau f(x)’.

Mae’r drefn yn bwysig. Nid yw fg(x) o angenrheidrwydd yr un peth 4 gf(x).
Enghraifft 3
Os yw f(x) = x2, g(x) = 5x + 3, cyfrifwch

@ f(4) (b) g(4) () fg(4) (ch) gf(4)

Ateb:

(2) f(4) = 4 (b) g(4) =5x4+3 (o) fg(4) =f(g(4) (ch) gf(4) =9(4)
=16 =20+3 = £(23) = g(16)

=23 =232 =5%x16+3
=529 =80+ 3
=83
Ymarfer |

Os yw f(x) = 3x + 1, g(x) = Vx, cyfrifwch
(@) f(16) (b) g(16) (c) fg(16) (ch) gf(16)

Enghraifft 4 (C3 Haf 2005)
Mae gan y ffwythiannau f a g barthau (0, ) a (5, ©), yn 0l eu trefn, ac fe’u diffinnir gan

flx)=x%+1
gx)=2x-3

(a) Ysgrifennwch amrediadau f a g.
(b) Rhowch y rheswm pam na ellir ffurfio gf(1).

(c) Datryswch yr hafaliad fg(x) = 3x? — 6x + 17.

Ateb:  (a) Trwy ystyried bod f(x) a g(x)
yn ffwythiannau cynyddol trwy gydol eu parthau,

Amrediad f(x) = (1, ) yi=9x)
Amrediad g(x) = (7, )
(b) gf(1) = g(f(1))
=g(1*+1)
=g(1+1)
=9(2) Ly
Ni ellir ffurfio gf (1) gan nad yw 2 ym mharth g(x). L 0 1 2 3 4 5 6 7 8 910
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(c) fg(x) =3x2—6x+ 17

flg(x)) =3x%—6x + 17
f(2x—3)=3x?—6x+17
(2x—3)2+1=3x*>—-6x+17
(2x—3)2x—3)+1=3x%>—-6x+17
4x> —6x—6x+9+1=3x%>—6x+17
4x% —12x 4+ 10 = 3x% — 6x + 17
x2—6x—7=0
x=-7x+1)=0
Naillaix —7=0neux+1=0

x=7 x=-1
Ond nid yw —1 ym mharth g(x) felly’r unig ddatrysiad yw x = 7.

Parth fg(x) .

Pa rifau sy’n gallu cael eu mewnbynnu i fg(x)? .
-

Mae hyn yn
anodd i'w egluro
mewn geiriau!
Mae’n haws deall

trwy ystyried yr
enghreifftiau sy’n
dilyn...

(I) Darganfyddwch barth g a pharth f.
(2) Darganfyddwch yr holl werthoedd x o barth g fel bod g(x) ym mharth f.
(3) Parth fg(x) yw'r gwerthoedd o gam (2) fel bod y ffwythiant fg(x) wedi’i ddiffinio.

Enghraifft 3
f)=vVx+2, gx)=x*+3

Ffwythiant Parth Amrediad
f(x) [—2,) [0, )
9(x) (=0, ) [3,0)

fg) (=00, ) [V5, )

fa(x) =yg(x) +2
fgt) =G +3)+2
fg(x) =vx?2+5

Enghraifft 4
f)=vx+2, gx)=x%2-3
Ffwythiant Parth Amrediad
fx) [—2, ) [0, 00)
g(x) (=00, 00) [=3,0)
f9(x) (=0, —1] U [1,0) [0, o)
‘e

fg(x) =g(x)+2 . .

fg() =Z=3)+2 e
e fg(x) wedii

fg(x) =vx? -1 ddiffinio ar

gyfer (—1,1)
4k
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T

10. Mae gan y ffwythiannau f a g barthau (0, =) a (2, =) yn 0l eu trefn, ac maent wedi u diffinio gan

(C3 Gaeaf 2010)

fo=x*-1,
gx)=2x—1.

(a)  Ysgrifennwch amrediadau fa g. (2]
(b) Rhowch y rheswm pam nad yw’n bosibl ffurfio gf(1). [1]
(c) (1) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer fg (x). Symleiddiwch eich ateb.

(i)  Ysgrifennwch barth ac amrediad fg. (4]
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(C3 Haf 201 1)

10. Mae gan y ffwythiannau f'a g barthau (—eo, 0) a (6, =) yn 0l eu trefn, ac maent wedi’u
diffinio gan

f(x)=x7 =19,

gx)=1- %x.

(a) Ysgrifennwch amrediad f ac amrediad g. 2]
(b)  Ysgrifennwch barth ac amrediad fg. 2]
(¢) (1) Ysgrifennwch fynegiad ar gyfer fg(x).

(i) Trwy hyn, datryswch yr hafaliad

fe(x)=2x-26. 4]
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(C3 Haf 2012)

10. Mae gan y ffwythiant g barth(—oo, oo) ac mae wedi’i ddiffinio gan

g(x)=+3x2+7.
Datryswch yr hafaliad

gg(x) = 8. [5]
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(C3 Gaeaf 201 1)

10. Mae gan y Twythiannau fa g barthau [0, o) a (=0, ) yn 0l eu trefn ac maent wedi'u
diffinio gan

fo=e
g(x)=4x" +7.
(a) Darganfyddwch a symleiddiwch fynegiad ar gyfer gf(x). (2]
(b) Darganfyddwch barth ac amrediad gf. [2]

(¢) (1) Datryswch yr hafaliad gf(x) = 18. Rhowch eich ateb yn gywir i dri lle degol.

(i) Gan roi rheswm, ysgrifennwch werth ar gyfer k fel nad oes gan gf(x) = k
ddatrysiad. [3]
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(C3 Haf 2017)
9. Mae gan y ffwythiant /' barth [2, «) ac mae wedi'i ddiffinio gan
fx)=4x + £k,
lle mae k yn gysonyn.
(@) Ysgrifennwch, yn nhermau k, amrediad f.
Mae gan y ffwythiant g barth [-3, =) ac mae wedi'i ddiffinio gan

g(x)=x2-9.

(b) Darganfyddwch werth lleiaf &k fel bod y ffwythiant g/ yn gallu cael ei ffurfio.

(c) (i) Ysgrifennwch fynegiad, yn nhermau k, ar gyfer gf (x).

(i) O wybod bod gf(2) = 7, darganfyddwch werth k.

X @mathemateg
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C3 Haf 2009)
9. Mae gan y ffwythiant / barth (—eo, o) ac mae wedi’i ddiffinio gan
() =3e™".

Mae gan y ffwythiant g barth (0, =) ac mae wedi’i ddiffinio gan

g(x)=1In4dx.
(a) Ysgrifennwch barth ac amrediad /g. [2]
(b) Datryswch yr hataliad

fe=12 [5]
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(C3 Gaeaf 2007)

10. Diffinnir y ffwythiannau fa g ar gyfer pob gwerth o x gan
J(X)=x+5,

g = [2x+1[+2.

Datryswch yr anhafaledd fg(x) > 10. [5]
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(C3 Haf 2007)

8. Mae gan y ffwythiannau fa g barthau [0,%0) a (—ee,e0) yn 0l eu trefn, ac fe'u diffinnir gan

S =¢,
g = X2+ 1.
(a) Darganfyddwch amrediad f ac amrediad g. [2]
(b) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer gf(x), gan symleiddio eich mynegiad gymaint ag sydd
bosibl. [2]
(c) Ysgrifennwch barth ac amrediad gf. [2]

(ch) Brasluniwch, ar yr un diagram, graffiau y = f(x) ac y = gf(x) gan nodi lle mae’r graffiau'n
cyfarfod a’r echelin-y. [5]
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(C3 Gaeaf 2014)

10. Mae gan y ffwythiannau f'a g barthau (0, o) a (= o, —2) yn 6l eu trefn ac maent wedi’'u diffinio

gan
f(x) =Jx*+5,
_ -4
8(x)= x+1
(@) Trwy ystyried g'(x), dangoswch fod g yn ffwythiant cynyddol (increasing). [2]
(b) Ysgrifennwch amrediad g. [2]
(c) Ysgrifennwch barth ac amrediad fe. [2]

(ch) (i)  Ysgrifennwch fynegiad ar gyfer fg(x).
(i)  Trwy hyn datryswch yr hafaliad

fe(x)=3. [3]
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(C3 Gaeaf 2013)

Yr Adran Fathemateg

9. (a) Mae gany ffwythiannau f'a g barthau (—oe, o) a (0, ) yn 6l eu trefn ac maent wedi’u
diffinio gan

(1)
(i1)
(111)
(iv)

f('x) = 'xz - 257
g(x)=2x-3.

Ysgrifennwch barth fo.
Ysgrifennwch amrediad fg.
Ysgrifennwch fynegiad ar gyfer fg(x).
Datryswch yr hafaliad fg(x) = 0.

(b) Mae'r ffwythiant 4 wedi’1 ddiffinio gan

(1)
(i1)

_2x+7
h(“’f)‘s,:_z'

Dangoswch fod hh(x) = x.

Trwy hyn ysgrifennwch fynegiad ar gyfer B ().

Youlfl® /adolygumathemateg
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Y e, Y

10. Mae gan y ffwythiannau f a g barthau [-3, o) a (- oo, o) yn 0l eu trefn ac maent wedi’u diffinio

(C3 Haf 2010)

gan
S0 = Vx4,
g(x)=2x* - 3.
(a) Ysgrifennwch amrediad fac amrediad g. [2]
(b)  Darganfyddwch fynegiad ar gyfer gf(x). Symleiddiwch eich ateb. [2]
(c¢) Datryswch yr hafaliad fg(x) = 17. [4]
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Pl e

Sut i ddarganfod y ffwythiant gwrthdro f~1(x) er mwyn gallu gwrthdroi
effaith y ffwythiant f(x).

Gwaith TGAU: Plotio graffiau; newid testun.
Lefel A Uned 3: Ffwythiannau cyfansawdd.

Cymwysiadau: Wrth deipio swm i mewn i gyfrifiadur, mae’r cyfrifiadur
yn newid y rhifau i mewn i rifau deuaidd (f (x)) i allu gwneud y swm, ac
yna mae’n newid yn 8l i rif degol (f ~1(x)) er mwyn gallu dangos yr ateb i
chi.

T

O gael ffwythiant f(x), mae’r fiwythiant gwrthdro f~1(x) yn gwrthdroi effaith y ffwythiant f(x).

Mae’n bosib darganfod y ffwythiant gwrthdro trwy newid testun y ffwythiant f(x) i fod yn x.

=4x+3 _
Enghraifft | S 10y y _x S y=x
f(x) =4x+3
4x +3 = f(x) [cyfnewid ochrau]
4x = f(x)—3 [tynnu 3]
x = @ [rhannu efo 4]

Felly, £ ~1(x) = =2

(Awgrym: Gallwch newid yr f(x) i fod yn y i wneud trin yr

algebra’n fwy hwylus.

y=4x+3

4x+3 =y [cyfnewid ochrau]
4x =y —3 [tynnu 3]

x = yT—?» [rhannu efo 4])

Mae’r graff ar gyfer f ~1(x) yn adlewyrchiad o’r graff ar gyfer f(x) yny llinell y = x.
Parth f~1(x) yw amrediad f(x), ac amrediad £ ~1(x) yw parth f(x).

O gael eu gwrthdroi, mae ffwythiannau llawer-i-un yn troi’n berthnasau un-i-lawer.
Felly, heb gwtogi’r parth, nid oes ffwythiant gwrthdro’n bodoli ar gyfer ffwythiant llawer-i-un.

(&> Mae gan f(x) wrthdro f~1(x) dim ond os yw f(x) yn ffwythiant un-i-un. )
B —

Os yw ffwythiant efo ffwythiant gwrthdro, yna ff ~1(x) = f~1f(x) = x.
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<
<
Il
=

Enghraifft 2

Os yw f(x) = e*, darganfyddwch f~1(x).
Plotiwch f(x) ag f~1(x) ar yr un set o echelinau.
Ysgrifennwch barth ac amrediad f(x) ag f ~1(x).

Ateb: Gadewchiy = e*.
Cyfnewid ochrau: e*=y
Cymryd logarithm naturiol o bob ochr: x =1n (y)
Felly, f~1(x) = In (x).

Mae’r graffiau’n cael eu dangos ar y dde.

Ffwythiant Parth Amrediad
f(x) (=00, ) (0, )
f71) (0, ) (=00, 00)
Ymarfer |

Mae gan y ffwythiant f barth [4, o0) ac mae wedi'i ddiffinio gan f(x) = e>™ + 2.
(a) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer f~1(x).
(b) Ysgrifennwch barth 1.

(c) Plotiwch f(x) ag f~1(x) ar yr un set o echelinau.

10

(¢ ]

> x
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Ffwythiannau Trigonometrig

Byddwch yn gyfarwydd efo siap graffiau sin, cos a tan o waith blaenorol.

3K

y =|tan (x)
¢ 25 F

2 F

1.5

0.5

D

1
[REN
T
R i it a K 7

Graffiau sec, cosec, cot

1
cos (x)

1
sin (x)

1

sec(x) = cosec(x) = cot(x) =

tan (x)

y =sec(x)  Parth (—oo,00), x # %+ kn  Amrediad (—oco0, —1] U [1, o) Asymptotau fertigol bob 180°

X
' T 5
. R | i ¥ 2n T
I ) ' |
I 1 ] ! |
| ) ' |
i 5T ] ! |
| .| .l ! .l
I ) ' |
i 25} ) ! |
I ) ' |

3L . 1 :
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Ysgol y Creuddyn

Asymptotau fertigol bob 180°

Amrediad (—o0, —1] U [1, )

Parth (—oo,0), x # kn

y-¢l—,|-l|.||-l-n—n|\

m n N AN
o i o

A4

=3

L T e

o

.t
o o

Asymptotau fertigol bob 180°

Parth (—o0,), x # km Amrediad (—o0, )

cot (x)

y:

F-llll"l-'l

y = tan(x)

cot(x)

y:
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1 1

Graffiau sin~!, cos ™1, tan™

Mae’r ffwythiant f(x) = sin (x) yn ffwythiant llawer-i-un,
gan fod nifer o onglau’n rhoi’r un gwerth.

Er enghraifft, mae sin(0) = 0 ac hefyd sin(rr) = 0.

Felly, nid oes gwrthdro’n bodoli ar gyfer f(x) = sin (x)
oni bai ein bod yn cwtogi’r parth.

Trwy wneud hyn rhwng —g a % (sef rhwng —90° a 90°),
gallwn ffurfio’r ffwythiant

Ffwythiant Parth Amrediad
f(x) [-2.7] [-1,1]
T T
[-1,1] [-3.3]

Mae’r ffwythiant f(x) = cos (x) yn ffwythiant llawer-i-un,
gan fod nifer o onglau’n rhoi’r un gwerth.

Er enghraifft, mae cos(0) = 1 ac hefyd cos(2m) = 1.
Felly, nid oes gwrthdro’n bodoli ar gyfer f(x) = cos (x)
oni bai ein bod yn cwtogi’r parth.

Trwy wneud hyn rhwng 0 a r (sef rhwng 0° a 180°),
gallwn ffurfio’r ffwythiant £ ~1(x) = cos™1(x).

Ffwythiant Parth Amrediad
f ) [0, 7] [-1,1]
) [-1,1] [0, 7]

Mae’r ffwythiant [ (x) = tan (x) yn ffwythiant llawer-i-un,
gan fod nifer o onglau’n rhoi’r un gwerth.

Er enghraifft, mae tan(0) = 0 ac hefyd tan(m) = 0.

Felly, nid oes gwrthdro’n bodoli ar gyfer f(x) = tan (x)
oni bai ein bod yn cwtogi’'r parth.

Trwy wneud hyn rhwng —g a g (sef rhwng —90° a 90°),
gallwn ffurfio’r ffwythiant /1 (x) = tan™*(x).

Ffwythiant Parth Amrediad
f@) =2 (=00, 0)
£ () (=00, ) =33)

You® /adolygumathemateg

Yr Adran Fathemateg

y
2K
1.5 -
(E' 1)
1 F
0.5
vy = sin(x)

-1.5

2L
3.5 Y
(_1rﬂ) . A
3
2.5-F

y = cos™1(x)

1.5
0,1
( 1)
05F
1 1 Fa (]7 0) 1 1 1 >l x
-1.5 -1 -_%% (l)_ 05 1 15 25 3 35
4 y = c¢os(x)
(m,=1)
-1.5 +
y y=tan(x)
A
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T

(C3 Haf 2018)

9. Mae gan y ffwythiant /' barth (- ==, 0] ac mae wedi’i ddiffinio gan

;
Je)=d=-55

(@) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer /' 'l(x). [4]

(b)  Ysgrifennwch barth /. 2]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C3 Gaeaf 2006)
8. Diffinnir y ffwythiant far gyfer x > 0 gan f(x) = 3x% + 4.
(a) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer f~', gan nodi amrediad a pharth f . [6]

(b)  Gan ddefnyddio’r un echelinau, brasluniwch graffiau fa f . [3]

You{® /adolygumathemateg Tudalen 8



Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C3 Haf 2008)
9. Mae gan y ffwythiant / barth x < -1 ac fe’1 diffinnir gan
FOO) = (x+ 1)F=2.
(a) Dargantyddwch amrediad f. [1]

(b) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer ' (x). Nodwch barth ac amrediad . (6]
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(Uned 3 Haf 2018)

1] 2| a) Owybodbod fyn ffwythiant,

i) nodwch yr amod (condition) er mwyn i /! fodoli (exist),

ii) darganfyddwch 71 ~!(x). [2]

b) Mae'r ffwythiannau g a s, wedi'u rhoi gan
gx)=x*—1,
h(x) =e" + 1.
i) Awgrymwch barth ar gyfer g fel bod ¢~! yn bodoli.
ii) O wybod mai parth /1 yw (-, =), darganfyddwch fynegiad ar gyfer /i !(x)

a brasluniwch, gan ddefnyddio yr un echelinau, graffiau /i(x) a h~'(x).

Dangoswch yn glir yr asymptotau a'r pwyntiau lle mae’r graffiau’n croesi’r
echelinau cyfesurynnol.

iii) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer g/i(x) ar ei ffurf symlaf. [8]
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(Uned 3 Haf 2019)

111 Mae'r ffwythiant /(x) wedi'i ddiffinio gan

Jx =1
X

J(x)=

gyda'T parth x > L.

a) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer 1 _l(x). Nodwch y parth ar gyfer " a brasluniwch
flx)a hefydf_l(x) ar yr un diagram. [6]

b) Esboniwch pam nad yw'n bosibl ffurfio'r ffwythiant f/(x). 1]
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(Uned 3 Haf 2022)

112 Mae'r diagram isod yn dangos braslun o'r graff y = f(), lle mae

f(x)=2x2+12x+10.

Mae'r graff yn croestorrir echelin-x yn y pwyntiau (p, 0), (¢, 0) ac mae'n croestorri’r
echelin-y yn y pwynt (0, 10).

A
(0,10)
(¢,0) .
(».0) O '
a) Ysgrifennwch werth ff(p). [1]
b) Darganfyddwch werthoedd p a ¢. [2]

c) Mynegwch f(x) yn vy ffurf a(x+h)*+c,llemaea, b, ¢ yn gysonion y mae
eu gwerthoedd iI'w darganfod. Ysgrifennwch gyfesurynnau’r pwynt minimwm
(isafbwynt). [3]

ch) Esboniwch pam nad wa_l(.\‘) yn bodoli. [1]

d) Mae'r ffwythiant g(x) wedi'i ddiffinio fel
g(x)=f(x) argyfer -3 < x<eo
i) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer g_l(_\‘). [4]

i) Brasluniwch graff y = g‘l(.\‘), gan ddangos cyfesurynnau’r pwyntiau lle mae'r
graff yn croestorri’r echelin-x a'r echelin-y. [2]
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(Uned 3 Haf 2023)

110 Mae dau ffwythiant real wedi'u diffinio fel

f(x) =

8
—4 ar gyfer (—o<x<4)u(4<x<w),
g(x) = (x=2) argyfer —w<x<w.

a) i) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer fg(x). [2]

ii) Darganfyddwch y gwerthoedd ar gyfer x lle dydy fg(x) ddim yn bodoli. [3]

b) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer f '(x). [3]
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(Uned 3 Haf 2024)
10. Mae gan y ffwythiant /'y parth [4,00) ac mae'n cael ei ddiffinio gan
2(3x+1
e
x*—2x-3 x+1
x+2

(@ Dangoswch fod f(x)= - [4]

(b) Darganfyddwch amrediad f(x). 2]
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(c) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer [ - (x) ac ysgrifennwch barth ac amrediad f - [4]

(ch) Darganfyddwch werth x pan mae f'(x)=f"'(x). [4]
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(C3 Gaeaf 2010)

9. Mae gan y ffwythiant f barth [4, e0) ac mae wedi’i ddiffinio gan

f (x) =3 x—3
(a) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer f ). Ysgrifennwch amrediad a pharth f - [5]
(b)  Brasluniwch graff y=f “1(x). Ar yr un diagram, brasluniwch graff y = f(x). [3]
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(C3 Haf 201 1)

9. Mae gan y ffwythiant f barth (—oe, — %) ac mae wedi’i ddiffinio gan

f(x) — e2_7c+l -3
(a) Darganfyddwch fynegiad ar gyfer f'(x). [4]

(b) Ysgrifennwch barth /1. [2]
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P

(C3 Haf 2019)

8. Mae gany ffwythiant f barth (- e, 1] ac mae wedi'i ddiffinio gan

=422

(a Darganfyddwch fynegiad ar gyfer /~(x). [4]
(b)  Ysgrifennwch barth /. [2]
(c) (i) Darganfyddwch union werth /~1(0-5).

(i) Drwy wneud cyfrifiad priodol sy’n cynnwys f, gwireddwch (verify) fod eich ateb i
(c) (i) yn gywir. [3]
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Ysgol y Creuddyn Yr Adran Fathemateg
(C3 Haf 2014)
9. Mae gan y ffwythiant / barth (— oo, 4) ac mae wedi’i ddiffinio gan
f(x)=x2-8x+7.
(@ Mynegwch f(x) yny ffurf
S =(x +a) +b,
lle mae a, b yn gysonion y mae’n rhaid darganfod eu gwerthoedd. [1]

(b) Trwy hyn, neu fel arall, darganfyddwch fynegiad ar gyfer £ ~'(x). [4]
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